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WSTĘP 

 

Projektowanie wnętrz pod względem ich jakości akustycznej jest zagadnieniem 

znanym od wieków. Jednakże ciągle powstają nowe, coraz dokładniejsze metody 

uwzględniania zjawisk akustycznych zachodzących w zamkniętych pomieszczeniach. 

W dzisiejszych czasach dominują metody modelowe, doświadczalne lub komputerowe, 

pozwalające możliwie najwierniej odtworzyć propagację dźwięku w danym obiekcie. 

Rozprzestrzenianie się fal akustycznych w pomieszczeniach jest bowiem bardzo skom-

plikowane i zależy od wielu czynników. Stąd też ciągłe poszukiwania optymalnej meto-

dy, dającej realne wyniki, a zarazem możliwej do wykorzystania w praktyce inżynier-

skiej. Złożoność zagadnień dotyczących propagacji fal akustycznych wynika z wielu 

„niepewności” czy też „zaburzeń” mogących wystąpić na drodze fali dźwiękowej. Przy-

kładem mogą być tutaj zaburzenia kształtów i wymiarów pomieszczenia wynikające na 

przykład z niedokładności pomiarów, niejednorodna faktura lub nieciągłość powierzchni, 

przybliżona wartość współczynnika pochłaniania dźwięku dla danego materiału, kąt pa-

dania i odbicia fali dźwiękowej, czy też zaburzenia występujące na drodze fali w postaci 

bardzo małych elementów (przeszkód). 

Tak duża ilość mogących wystąpić „niepewności” była główną motywacją do wy-

korzystania w pracy przedziałowej metody perturbacyjnej opracowanej przez Skrzyp-

czyka [49, 5254, 5662, 6466, 7276]. Metoda ta wykorzystuje nowy system algebra-

iczny pozwalający na wykonywanie obliczeń na specjalnie zdefiniowanych liczbach. 

Liczby te, nazwane liczbami przedziałowymi perturbacyjnymi, powstały  

z połączenia dwóch innych systemów algebraicznych, a mianowicie liczb przedziało-

wych (1922 Jahn, 1965 Moore) oraz liczb perturbacyjnych (2003 Skrzypczyk). Metoda 

perturbacyjna, a później przedziałowa perturbacyjna były systematycznie rozwijane  

w kolejnych latach, patrz [5051, 55, 6771, 7795, 106112].  

W dzisiejszych czasach teoria perturbacji znajduje bardzo szerokie zastosowanie 

w mechanice teoretycznej czy matematyce. Często znalezienie dokładnego rozwiązania 

danego zadania jest trudne, a na ogół nie jest znane jego rozwiązanie analityczne. 

Wówczas łatwiej jest wykorzystać znane rozwiązanie zadania podobnego (prostszego), 

a następnie stosując teorię perturbacji określić przybliżone rozwiązanie pierwotnego 

zadania. Teorię perturbacji stosuje się także w przypadkach, kiedy podstawowe zagad-

nienie fizyczne może zostać poddane zaburzeniom. W takiej sytuacji ważne jest okre-
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ślenie wpływu perturbacji parametrów zadania na jego rozwiązanie. W niniejszej dyser-

tacji przedstawiona została kontynuacja powyższych prac. Opisane zostały nowe funk-

cje przedziałowe 2perturbacyjne (podrozdział 2.4.) oraz przedziałowe nperturbacyjne 

(podrozdział 6.1.). Dla łatwiejszego zrozumienia pracy, w załącznikach 1. i 2. przedsta-

wione zostały opracowane przez Skrzypczyka i Witek [9096, 113] liczby przedziałowe 

2perturbacyjne oraz przedziałowe nperturbacyjne. 

W pracy zastosowana została także metoda promieniowa bazująca na znanej już 

architektom starożytnej Grecji akustyce geometrycznej (podrozdział 2.2.). Wykorzystuje 

ona prawa odbicia fali akustycznej od powierzchni ograniczających obszar oraz od 

znajdujących się w nim przedmiotów. Modelowe badania rozkładu pola akustycznego  

w pomieszczeniu, przy zastosowaniu metody śledzenia promienia, dają możliwość zo-

brazowania tegoż pola oraz oceny jakości akustycznej wnętrza. 

Głównym celem pracy było opracowanie nowej metody projektowania akustycz-

nego wnętrz z możliwością uwzględnienia mogących wystąpić zaburzeń. Proponowane 

połączenie metody promieniowej oraz nowej przedziałowej metody perturbacyjnej po-

zwoli, już na etapie projektowania, na łatwą i szybką analizę wpływu zaburzeń (na przy-

kład niedokładności kształtów i wymiarów pomieszczenia, niejednorodnej faktury po-

wierzchni, współczynnika pochłaniania dźwięku dla danego materiału, kąta odbicia 

promienia dźwiękowego, itp.) na rozprzestrzenianie się dźwięku w pomieszczeniu.  

Przedstawiona została dwu i trójwymiarowa przedziałowa perturbacyjna metoda 

promieniowa w obszarze zamkniętym (podrozdziały 3.1.3.3.). Perturbacyjna metoda 

śledzenia promienia bazuje na geometrycznych założeniach optyki, gdzie zaburzone 

zostają parametry, dla których można łatwo zastosować przybliżone metody oszacowa-

nia perturbacyjnych problemów akustycznych. Nowy system algebraiczny został zasto-

sowany w algorytmie pozwalającym na zobrazowanie rozkładu dwuwymiarowego oraz 

trójwymiarowego pola akustycznego. Rozpatrzony został wpływ niewielkich zaburzeń 

wartości parametrów na rozwiązanie zadania.  

Obliczenia rozkładu pola akustycznego oraz inne obliczenia z wykorzystaniem 

algebry przedziałowej perturbacyjnej przeprowadzone zostały przy użyciu autorskich 

programów napisanych w języku Fortran. 
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W pracy postawiono następujące cele: 

i) sformułowanie nowych funkcji przedziałowych 2perturbacyjnych oraz 

przedziałowych nperturbacyjnych; 

ii) opracowanie zmodyfikowanej metody promieniowej, nazwanej przedzia-

łową perturbacyjną metodą promieniową; 

iii) opracowanie systematycznego nazewnictwa w zakresie przedziałowej 

perturbacyjnej metody promieniowej; 

iv) ocena wpływu niepewności parametrów ośrodka na propagację fali  

akustycznej w pomieszczeniu zamkniętym, z wykorzystaniem metody 

przedziałowej perturbacyjnej; 

v) opracowanie metody programowania dużej ilości parametrów niepewnych. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 



1. PROPAGACJA DŹWIĘKU W OŚRODKU O NIEPEWNYCH PARAMETRACH 

1.1. RODZAJE ZABURZEŃ PROPAGACJI FALI DŹWIĘKOWEJ 

Jak wspomniano już we wstępie, na propagację fali dźwiękowej w zamkniętych 

pomieszczeniach może mieć wpływ wiele czynników. Można wyróżnić cztery sposoby 

rozchodzenia się dźwięku oraz jego modyfikacji [58]: 

 transmisja bezpośrednia; 

 odbicie fali dźwiękowej; 

 wpływ hałasu zewnętrznego przenikającego do pomieszczenia; 

 wpływ hałasu wewnętrznego; 

Stosując metody tradycyjne ogólne lub statystyczne można ocenić jakość aku-

styczną pomieszczeń zamkniętych. Jednak metody te dopuszczają bardzo ograniczony 

zakres parametrów możliwych do modyfikacji, są nimi np. [58]: 

 geometria, wymiary pomieszczenia oraz ich proporcje; 

 kubatura wnętrza; 

 współczynnik pochłaniania dźwięku poszczególnych powierzchni; 

 lokalizacja źródła dźwięku oraz odbiorników; 

 sposób propagacji sygnału od źródła do odbiorcy; 

 rozmieszczenie powierzchni odbijających/pochłaniających dźwięk. 

Poniżej przedyskutowano problemy perturbacji niektórych parametrów wpływają-

cych na rozkład pola akustycznego w ograniczonym ośrodku. 

Istotnym parametrem niepewnym w akustyce wnętrz jest współczynnik pochła-

niania dźwięku różnych materiałów. Niepewność ta związana jest głównie ze sposobem 

pomiarów tego współczynnika, które są prowadzone w wyidealizowanych warunkach 

laboratoryjnych. Rzeczywiste warunki często są odmienne, co można zauważyć śle-

dząc zamieszczone poniżej wyniki dotyczące właściwości absorpcyjnych wyposażenia 

widowni. W tabeli 1.1. zestawiono wartości współczynnika pochłaniania dźwięku dla 

dwóch wariantów widowni. Z kolei tabela 1.2. przedstawia rozrzut wyników określony 

statystycznie przez odchylenie standardowe wyników. W przykładzie przyjęto zapełnie-

nie widowni w ilości 2 osoby/m2. Porównanie wyników pokazano na rysunku 1.1.  

Różnice w wynikach pomiarów pochłaniania dźwięku dotyczą także pomiarów 

wykonywanych przez różne zespoły badawcze. Wyniki pomiarów zestawiono w tabe-

lach 1.3. oraz 1.4. 
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Tabela 1.1. Współczynniki absorpcji widowni [123] 

częstotliwość [Hz] 

rodzaj widowni 

1 2 3 4 5 6 

125 250 500 1000 2000 4000

widownia na drewnianych fotelach 0.24 0.40 0.78 0.98 0.96 0.87 

widownia na fotelach tapicerowanych 0.72 0.82 0.91 0.93 0.94 0.87 

 

Tabela 1.2. Odchylenie standardowe współczynników absorpcji [123] 

częstotliwość [Hz]

rodzaj widowni 

1 2 3 4 5 6 

125 250 500 1000 2000 4000

widownia na drewnianych fotelach 0.05 0.09 0.13 0.17 0.09 0.05 

widownia na fotelach tapicerowanych 0.14 0.11 0.05 0.04 0.03 0.01 

 

Tabela 1.3. Współczynniki absorpcji bez widowni z twardym materiałem [123] 

częstotliwość [Hz]

nazwa sali 

1 2 3 4 5 6 

125 250 500 1000 2000 4000

Kanagawa, Chamber Hall 0.17 0.14 0.11 0.08 0.08 0.07 

Boston, Symphony Hall 0.17 0.14 0.11 0.09 0.09 0.08 

Tokyo, TOC Concert Hall 0.14 0.12 0.09 0.09 0.08 0.06 

Tokyo, Hamaryku-Asahi Hall 0.16 0.14 0.11 0.10 0.09 0.07 

NY Avery Fisher Hall 0.15 0.11 0.07 0.06 0.07 0.06 

Seattle, Opera House 0.15 0.12 0.10 0.10 0.11 0.11 

Średnia 0.16 0.13 0.10 0.09 0.08 0.08 

 

Tabela 1.4. Współczynniki absorpcji bez widowni z lekkim materiałem [123] 

częstotliwość [Hz]

nazwa sali 

1 2 3 4 5 6 

125 250 500 1000 2000 4000 

Mitaka, City Concert Hall 0.13 0.10 0.08 0.07 0.07 0.08 

Nantes, Concert Hall 0.12 0.11 0.09 0.09 0.09 0.08 

NY Philharmonic Hall 0.11 0.09 0.08 0.08 0.08 0.08 

Średnia 0.12 0.10 0.08 0.08 0.08 0.08 
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Rys.1.1. Odchylenie standardowe współczynników absorpcji [58] 
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Rys.1.2. Współczynniki absorpcji bez widowni z twardym materiałem [58] 
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Rys.1.3. Współczynniki absorpcji bez widowni z lekkim materiałem [58] 
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Rys.1.4. Obszar niepewności   dla widowni z lekkim materiałem [58] 
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Rys.1.5. Obszar niepewności   dla widowni z twardym materiałem [58] 
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Rys.1.6. Obszar niepewności  2 dla widowni z twardym materiałem [58] 
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Porównanie danych z tabel 1.2. i 1.3. pokazano na rysunkach 1.2. oraz 1.3. 

Oszacowanie cytowanych wyników przy założeniu rozrzutu ograniczonego do wielkości 

   przedstawiają rysunki 1.4. oraz 1.5. Oszacowanie to nie jest w pełni satysfak-

cjonujące, szczególnie dla widowni z twardym materiałem. Z kolei na rysunku 1.6. po-

kazano zakres rozrzutu wynoszący  2 . Tym razem oszacowanie jest całkowicie 

wystarczające.  

Podobne rozrzuty przyjęto dla pomiarów akustycznych wykonanych na potrzeby 

niniejszej pracy, patrz rozdział 4. 

 

1.2. OŚRODEK O PARAMETRACH NIEPEWNYCH JAKO OŚRODEK STOCHASTYCZNY 

 
Propagacja fal akustycznych w powietrzu jest procesem falowym, czyli zmienia-

jącym się w czasie, przestrzennym następowaniem po sobie maksimów i minimów gę-

stości powietrza oraz ciśnienia. Innymi słowy jest to zaburzenie rozchodzące się  

w przestrzeni ze skończoną prędkością i przenoszące energię. Fale akustyczne roz-

chodzące się w powietrzu (czyli w ośrodku sprężystym) są nazywane falami sprężysty-

mi. Przyjęto założenie, że rozpatrywana fala rozchodzi się w wyidealizowanym ośrodku, 

który charakteryzuje się następującymi właściwościami:  

1) nieistotne są procesy przewodnictwa cieplnego, tzn. przewodność cieplna 

ośrodka jest równa zero, a ciepło właściwe ośrodka ma stałą wartość;  

2) ośrodek jest idealnie płynny, nie występują naprężenia ścinające, styczne do 

kierunku przemieszczania się materii;  

3) ośrodek jest idealnie sprężysty, czyli zakłada się, że można stosować prawo 

Hooke’a;  

4) ośrodek jest ciągły i jednorodny [97].  

Przy tak postawionych założeniach, związek między odkształceniami a napręże-

niami ośrodka ma następującą (skalarną) postać: 

   332211ijij , . (1.1) 

Dla rozważanego jednorodnego ośrodka ogólne równanie falowe będzie postaci: 
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gdzie: 

    funkcja opisująca pole falowe, zależna od przestrzeni i czasu, 

c    prędkość rozprzestrzeniania się fali, 

t    czas. 

Aby określić stan płynnego ośrodka w stanie równowagi wystarczą trzy wielkości: 

ciśnienie 0p , temperatura 0T  oraz gęstość 0 . Z ruchem ośrodka związane są pojęcia 

przemieszczenia akustycznego u  oraz prędkości akustycznej ν , które powiązane są 

następującą zależnością: 

 
dt

du
v  . (1.3) 

Stan poruszającego się płynu jest w pełni opisany matematycznie przez rozkład 

prędkości  tzyx ,,,vv   oraz dowolne dwie wielkości termodynamiczne, np. ciśnienie 

 tzyxpp ,,,  i gęstość  tzyx ,,,  .  

Wykorzystując powyższe wielkości można zapisać podstawowe równania dyna-

miki płynu idealnego: 

   0div 



v
t

, równanie ciągłości, (1.4) 

   p
t

grad
1







vv
v

, równanie Eulera. (1.5) 

Ponieważ względne zmiany gęstości i ciśnienia w cieczy są małe, będą one za-

pisywane odpowiednio:   0  oraz ppp  0 , gdzie 0  i 0p  to stała gęstość  

i ciśnienie płynu w równowadze, zaś    i p  są ich niewielkimi zmianami spowodowa-

nymi rozchodzącą się w ośrodku falą. Zakładając dalej, że także prędkość fali jest mała, 

możemy pominąć w równaniu Eulera człon  vv . Podstawiając do równań (1.4)  

i (1.5) przyjęty zapis gęstości i ciśnienia oraz pomijając małe wielkości drugiego rzędu, 

równanie ciągłości oraz Eulera otrzymają następującą postać: 

 0div0 



v
t

, równanie ciągłości, (1.6) 

 p
t





grad
1

0
v

, równanie Eulera. (1.7) 
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W celu uzyskania trzeciego równania, które pozwoli na scharakteryzowanie pro-

pagacji fali, zastosowano prawo Hooke’a: 

  p , (1.8) 

 

gdzie: 

udiv,   zzyyxxp . 

Z kolei dla ciśnienia dźwiękowego, równanie falowe będzie następujące: 

 0
1
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2

2
2 





t

p

c
p . (1.9) 

Pole dźwiękowe można też opisać poprzez potencjał dźwiękowy  . Jest on tak-

że nazywany potencjałem prędkości i zapisywany wzorem: 

 gradv . (1.10) 

Potencjał   spełnia równanie falowe: 
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tc

 . (1.11) 

Zakładając teraz niejednorodność badanego ośrodka oraz, że   const,, zyx , 

można zapisać równanie, które jest spełnione przez potencjał: 

   0
,,
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tzyxc

 . (1.12) 

Jeżeli   i  spc 0/   również są funkcjami punktu przestrzeni, to równanie 

opisujące pole dźwiękowe w ośrodku niejednorodnym można otrzymać z podstawo-

wych równań fal dźwiękowych (1.5) i (1.6): 

 0grad
1

div
1

2

2

2














 p
t

p

c 
. (1.13) 

Ponieważ wiadomo, iż większość rzeczywistych ośrodków, w których rozchodzą 

się fale dźwiękowe charakteryzuje się dużą niejednorodnością parametrów, trudno jest 

zakładać ich stałe właściwości. Co więcej często niepewności (dotyczące np. kształtów  

i wymiarów pomieszczenia, niejednorodnej faktury powierzchni, współczynnika pochła-

niania dźwięku dla danego materiału, kąta padania promienia dźwiękowego, itp.) są 
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przypadkowe. W latach 70. i 80. XX wieku bardzo szeroko badane były zagadnienia 

dotyczące zjawisk falowych. Stosowane wówczas podejście opierało się głównie na 

metodach statystycznych. Tak więc ośrodki o niepewnych parametrach traktowane były 

jako ośrodki stochastyczne (statystycznie niejednorodne) [97].  

Teoria propagacji fal w ośrodku losowym koncentruje się głównie na liniowym ru-

chu falowym w ośrodku o skomplikowanych właściwościach zależnych od czasu.  

W większości przypadków zagadnienia takie można opisać statystycznie. Z fizycznego 

punktu widzenia rozróżniane są dwa podejścia. Pierwsze z nich to teoria makroskopo-

wa, która koncentruje się na propagacji w ciągłym ośrodku stochastycznym takim jak 

turbulentne płyny. Druga to teoria mikroskopowa opisująca rozpraszanie fal przez loso-

wo rozmieszczone elementy rozpraszające. Propagacja fal w ciągłym ośrodku stocha-

stycznym jest szczególnym przypadkiem mechaniki statystycznej ośrodków ciągłych. 

Znajduje ona zastosowanie w zagadnieniach takich jak rozpraszanie fal dźwiękowych 

przez turbulencje atmosfery [4].  

Matematyczne sformułowanie problemu wymaga wykorzystania liniowych cząst-

kowych równań różniczkowych, których operatory są losowe. Ponadto, w przypadku 

rozpatrywania niepewności dotyczących źródła dźwięku, konieczne jest uwzględnienie 

losowych funkcje wymuszających. Niestety stosowanie teorii liniowych równań różnicz-

kowych cząstkowych z losowymi parametrami wciąż stanowi duży problem. Główną 

trudnością jest fakt, iż pomimo pozornej liniowości mamy do czynienia z nieliniowością 

stochastycznych niewiadomych. W związku z powyższym rozwiązanie liniowego rów-

nania różniczkowego zależy od nieliniowych współczynników. Powoduje to duże trud-

ności natury matematycznej [4].  

Metody badania propagacji fal w ośrodkach stochastycznych są bardzo różne,  

a ich wybór zależy np. od fizycznej natury rozpatrywanych fal, od rodzaju i opisu niejed-

norodności ośrodka, czy od rodzaju informacji, które są dla badaczy interesujące. Jed-

nak zawsze procesy takie związane będą z rozpraszaniem, a co za tym idzie z nakła-

daniem się fal odbitych na fale bezpośrednie [97].  

Głównym powodem podjęcia badań nad falami rozchodzącymi się w ośrodkach 

stochastycznych był wpływ turbulencji atmosfery na propagację fal dźwiękowych, a tak-

że radiowych i świetlnych [97]. Przy rozpatrywaniu takich zagadnień często korzysta się 

z metod przybliżonych, co wymaga przyjmowania upraszczających założeń. Na przy-

kład zakłada się, że dany ośrodek jest „słabo niejednorodny”, czyli rozpatrujemy nie-

wielkie odchylenia parametrów od ich wartości średnich. W takich przypadkach stoso-
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wane są klasyczne metody perturbacyjne wykorzystujące rozwinięcia względem małego 

parametru. Najczęściej wykorzystywane metody to: przybliżenie optyki geometrycznej, 

przybliżenie Borna (metoda małych zaburzeń) oraz metoda perturbacyjna dla cząstko-

wych równań stochastycznych (Keller). Jeżeli jednak zaburzenia parametrów ośrodka 

nie są małe, wówczas klasyczne metody perturbacyjne nie mogą być stosowane. Roz-

wiązaniem może być w tym przypadku wykorzystanie równań hierarchicznych. Metoda 

ta polega na poszukiwaniu równań dla różnych momentów rozwiązania, skąd otrzymu-

jemy nieskończony układ równań, który powinien spełniać wszystkie momenty. Innym 

sposobem jest znalezienie równania dla funkcjonału charakterystycznego rozwiązania 

danego równania stochastycznego i jego współczynników [97]. 

Kolejnym bardzo istotnym zjawiskiem jest rozpraszanie fal na powierzchniach 

stochastycznych. Rozpatrywanie odbić oraz rozpraszania konieczne jest zawsze wtedy, 

gdy badamy pole akustyczne w ośrodku ograniczonym, czyli np. w pomieszczeniu.  

W przypadku nierównych powierzchni (np. chropowata ściana, dywan, itp.) występuje 

zjawisko odbijania fali w różnych kierunkach. Przy czym różne powierzchnie mogą być 

gładkie lub nierówne dla konkretnej długości fali, a także dla danego kąta padania.  

Do matematycznego opisu powyższego problemu, wykorzystywane jest zagad-

nienie graniczne dla równania różniczkowego. W celu opisania rozpraszania fal aku-

stycznych konieczne jest znalezienie rozwiązanie równania Helmholtza [97]: 

 022   k , (1.14) 

które na rozpraszającej powierzchni S , opisanej funkcją  yxf , , spełnia jeden  

z warunków:  

   0s , dla powierzchni swobodnej, (1.15) 

 0









sn


, dla powierzchni sztywnej, (1.16) 

gdzie: 

   potencjał dźwiękowy, 

n


  pochodna w kierunku normalnym do powierzchni S . 

Rozwiązywanie zagadnień związanych z rozpraszaniem na powierzchniach sto-

chastycznych możliwe jest jedynie za pomocą metod przybliżonych. Jeśli są to zagad-

nienia deterministyczne, można wykorzystać metodę Rayleigha, metodę małych zabu-
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rzeń, metodę Kirchhoffa czy metodę równania całkowego. Często jednak właściwości 

powierzchni rozpraszających są statystyczne. Wówczas korzysta się ze stochastycz-

nych modeli powierzchni, które opisane są przez funkcje losowe, np.  tyxf ,, . 

Skomplikowane obliczenia matematyczne, których przeprowadzenie konieczne 

jest w podejściu stochastycznym, przyczyniły się do poszukiwania alternatywnej meto-

dologii. Nowe podejście opisane w niniejszej pracy miało być przede wszystkim prost-

sze, w sensie matematycznym, dające możliwość łatwego programowania komputero-

wego, a przy tym pozwalające na uzyskanie poprawnych wyników. 

W tym celu zastosowana została doskonale znana metoda promieniowa, którą 

zmodyfikowano wprowadzając algebrę przedziałową perturbacyjną. W ten sposób wy-

korzystano prostotę metody śledzenia promienia, łatwość jej programowania (sprowa-

dza się ono do zaprogramowania zależności geometrycznych), zaś wszelkie niepewno-

ści poszczególnych parametrów zawarte zostały w przedziałowych perturbacyjnych 

wielkościach parametrów. 



2. PROPAGACJA DŹWIĘKU W POMIESZCZENIACH ZAMKNIĘTYCH 

W akustyce pomieszczeń propagację dźwięku rozpatruje się jako układy prze-

strzenne wypełnione płynem. Czyli, jak już wspomniano w rozdziale 1., badany jest 

przypadek rozchodzenia się fal sprężystych. W tradycyjnej ocenie właściwości aku-

stycznych wnętrz ośrodek rozpatruje się jako jednorodny, w którym fala akustyczna jest 

jedynym zaburzeniem oraz zazwyczaj pomijane jest jej tłumienie przez powietrze. Straty 

energii uwzględniane są jedynie przy odbiciu od powierzchni ograniczających rozpatry-

waną przestrzeń. Jednak w realnych pomieszczeniach badania nad propagacją dźwię-

ku są dość złożone. Często ma miejsce na przykład duża różnorodność materiałów,  

z których wykonane są ściany oraz elementy znajdujące się w pomieszczeniu, a co za 

tym idzie, konieczne staje się rozpatrywanie różnych warunków brzegowych. Także 

kształty pomieszczeń często są bardziej skomplikowane niż najprostszy sześcian [32].  

Wiele jest też metod badawczych stosowanych w akustyce architektonicznej. 

W dzisiejszych czasach są to głównie metody modelowe, a w szczególności: model fa-

lowy, model geometryczny, modele abstrakcyjne, metoda elementów skończonych czy 

metody statystyczne [14]. Jednak żadna z tych metod nie uwzględnia niejednorodności 

ośrodka oraz niepewności parametrów akustycznych. Jak już zostało to opisane w roz-

dziale 1., jednym ze sposobów uwzględniania niepewności w rozpatrywanym ośrodku 

jest zastosowanie metod stochastycznych. W niniejszej pracy zaproponowano inne po-

dejście, mogące stanowić alternatywę dla podejścia stochastycznego. Jest nim zasto-

sowanie nowej metody przedziałowej perturbacyjnej połączonej z metodą śledzenia 

promienia, która pozwoli na wprowadzenie zaburzeń dowolnych parametrów oraz na 

analizę wpływu tych zaburzeń na propagację fali akustycznej w zamkniętej przestrzeni. 

W załącznikach 1. i 2. oraz w podrozdziałach 2.4 i 6.1. przedstawiony został system 

algebraiczny liczb przedziałowych 2perturbacyjnych, liczb przedziałowych 

nperturbacyjnych oraz funkcje przedziałowe 2perturbacyjne i nperturbacyjne. 

2.1. MODELOWE METODY BADANIA WŁAŚCIWOŚCI AKUSTYCZNYCH POMIESZCZEŃ 

W badaniu właściwości akustycznych pomieszczeń, bez uwzględniania niejedno-

rodności ośrodka, wykorzystywanych jest wiele metod. Główne z nich to: metoda  

falowa, metody geometryczne (promieniowa i źródeł pozornych), metoda elementów 

skończonych i metody statystyczne. Wybór odpowiedniego podejścia zależy od rodzaju 



22 A. Winkler-Skalna  

pomieszczenia oraz od najbardziej interesujących danych, jakie mają być uzyskane  

z przeprowadzonych badań . Często jednak do analizy propagacji dźwięku w danym 

wnętrzu stosowanych jest jednocześnie kilka metodologii, gdyż uzupełniają się one 

wzajemnie. Poniżej przedstawione zostały główne założenia najczęściej stosowanych 

metod. 

METODA FALOWA polega na rozwiązaniu równania falowego, czyli równania 

różniczkowego cząstkowego typu hiperbolicznego (równanie Helmholtza), które dla jed-

norodnego ośrodka będzie postaci: 
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 , (2.1) 

gdzie: 

    funkcja opisująca pole falowe, zależna od przestrzeni i czasu, 

c    prędkość rozprzestrzeniania się fali, 

t    czas. 

 

Charakterystyczne dla tej metody jest ustalenie warunków początkowych oraz 

brzegowych wzdłuż brzegów pomieszczenia, które matematycznie opisują właściwości 

ścian, podłogi, sufitu oraz innych elementów wnętrza. Oczywiście rozwiązanie równania 

falowego musi spełniać wszystkie warunki. Głównym ograniczeniem metody jest fakt, iż 

daje się ona łatwo zastosować jedynie w bardzo wyidealizowanych przypadkach. Anali-

tyczne rozwiązanie problemu możliwe jest dla pomieszczeń o najprostszych kształtach 

(prostopadłościan, walec, kula). Dodatkowo możliwe jest uwzględnienie tylko całkowite-

go odbicia lub całkowitego pochłaniania fali akustycznej na brzegach ośrodka. Stosując 

tą metodę możemy więc skoncentrować się na takich pomieszczeniach jak np. pokoje 

dzienne. Jednak i w tym przypadku może okazać się to trudne z powodu mebli znajdu-

jących się wewnątrz. Z kolei sale koncertowe, teatry czy kościoły nie nadają się do ana-

lizy falowej ze względu na dużą złożoność ich kształtów (balkony, galerie, kolumny, pi-

lastry, skomplikowane sklepienia, itp.). W takich przypadkach nawet sformułowanie wa-

runków brzegowych może okazać się bardzo trudne, a rozwiązanie zadania będzie 

wymagało obszernych obliczeń numerycznych. Z tych względów praktyczne zastoso-

wanie teorii falowej jest bardzo ograniczone. Jednakże teoria ta, z fizycznego punktu 

widzenia, jest bardzo wiarygodna i pozwala zrozumieć zjawisko propagacji dźwięku 

w obszarach zamkniętych. Możliwe jest wyznaczenie modów drgań, przy założeniu, że 
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źródło dźwięku emituje stacjonarny sygnał o stałej charakterystyce amplitudo-

woczęstotliwościowej. Znając wymiary pomieszczenia można także wyznaczyć dłu-

gość fali stojącej [14, 28]. 

Do METOD GEOMETRYCZNYCH, nazywanych też metodami promieniowymi 

lub metodami śledzenia promienia, zalicza się metodę promieniową oraz metodę źródeł 

pozornych. Są to metody wykreślne, wykorzystujące analogię pomiędzy propagacją 

światła i dźwięku. Głównym założeniem jest tutaj prostoliniowa propagacja promieni 

dźwiękowych oraz odbicia promieni zgodne z zasadami optyki geometrycznej. Ponie-

waż metoda promieniowa jest wykorzystana w niniejszej pracy, została ona dokładnie 

opisana w podrozdziale 2.2. 

W METODZIE ELEMENTÓW SKOŃCZONYCH badany obszar jest dzielony na 

elementy, które łączą się ze sobą w węzłach. Rozwiązanie zadania otrzymuje się  

poprzez rozwiązanie układu równań (dla zagadnień dynamicznych będą to równania 

różniczkowe, a dla statycznych – algebraiczne). Układ ten opisuje uogólnione prze-

mieszczenia węzłów [14]. 

METODY STATYSTYCZNE [14, 32, 47] związane są głównie z modelem staty-

stycznej teorii pola, którą jako pierwszy opracował Sabine (19101912). W metodzie tej 

posługujemy się wielkościami średnimi: średnią długością drogi swobodnej fali dźwię-

kowej, średnim czasem, itp. Dziś w ocenie jakości akustycznej pomieszczeń (głównie 

ze względu na zrozumiałość mowy) często wykorzystywany jest wzór na czas pogłosu 

pomieszczenia. Zgodnie z tą teorią czas pogłosu wyznacza się ze wzoru:  
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 Sab[s], , (2.2) 

gdzie: 

V    objętość pomieszczenia [m3], 

S    pole powierzchni pomieszczenia [m2], 

~    średni pogłosowy współczynnik pochłaniania dźwięku, 

m   współczynnik pochłaniania powietrza [Np/m]. 

 

Zapisany powyżej wzór doczekał się w późniejszym czasie wielu modyfikacji, 

a teoria statystyczna nadal jest rozwijana. Eyring i Norris wprowadzili logarytmiczną za-

leżność współczynnika pochłaniania, skąd otrzymali następujące równanie: 
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 N&E[s], . (2.3) 

Wyniki uzyskane ze wzoru Eyring’a i Norris’a są podobne do wyników Sabine’a 

(identyczne dla współczynnika pochłaniania mniejszego niż 0,2). 

Z kolei Millinghton oraz Sette uśrednili współczynnik pochłaniania dźwięku w na-

stępujący sposób: 
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S&M[s], . (2.4) 

Kuttruff zastosował statystyczny rozkład dźwięku rozpatrując przybliżenie  

Gaussa. Wariancję prawdopodobieństwa zdefiniował jako funkcję średniej drogi swo-

bodnej   222 / lll  . Pochłanianie zostało zdefiniowane podobnie jak u Eyring’a  

i Norris’a, jedynie z wprowadzeniem powyższej korekty: 
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Wszystkie powyższe wzory mają zastosowanie przy założeniu rozproszonego 

pola w pomieszczeniu. 

Przyjmując założenie, że czas pogłosu w danym pomieszczeniu jest zależny od 

kierunku, można go wyznaczyć np. z wzorów Fitzroy’a (1959) lub Arau (1988), które 

podano poniżej: 

równanie Fitzroy’a: 
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równanie Arau: 
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Wykorzystując teorię opracowaną przez Sabine’a oraz Eyring’a można także wy-

znaczyć poziom ciśnienia dźwięku (SPL  sound pressure level) w pomieszczeniu. Je-
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żeli znany jest punkt, w którym znajduje się źródło dźwięku, wówczas w odległości r  od 

źródła można zapisać [47]: 
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2W 
, (2.8) 

gdzie: 

SPL    poziom ciśnienia dźwięku (poziom odniesienia Pa5102  ), 

WL    poziom mocy dźwięku, 

Q    współczynnik kierunkowości źródła, wyznaczony w kierunku źródło  

odbiornik, 

r    odległość między źródłem i odbiornikiem, 

R    stała pomieszczenia wyznaczana zgodnie z wzorami zamieszczonymi  

w tabeli 2.1. 

 

Tabela 2.1. Stałe pomieszczenia w polu rozproszonym [47] 

autor metody pochłanianie przez powietrze 
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2.2. METODA PROMIENIOWA 

Klasyczna metoda promieniowa jest metodą geometryczną pozwalającą na po-

znanie rozkładu pola akustycznego w przestrzeni zamkniętej. Jako typowa metoda wy-

kreślna była ona znana już starożytnym projektantom teatrów. Jednakże wówczas sto-

sowano ją w bardzo ograniczonym zakresie, a mianowicie wykreślano ścieżki promieni 

dźwiękowych tylko w jednym lub czasem w kilku przekrojach. Nie było możliwe 
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uwzględnienie pochłaniania dźwięku podczas odbicia. Podobnie jak wszystkie modelo-

we techniki wykorzystywane do akustycznego projektowania wnętrz oraz oceny ich ja-

kości akustycznej metoda promieniowa ma pewne ograniczenia. Jednak w dobie mode-

lowania komputerowego możliwości są coraz większe. Możliwa jest analiza pomiesz-

czenia w trzech wymiarach, uwzględnianie osłabienia energii dźwiękowej oraz zliczanie 

energii w wybranych punktach, co z kolei daje możliwość tworzenia map akustycznych 

pomieszczenia. Pozwala to na uzyskiwanie wyników coraz bliższych rzeczywistości [14, 

28, 30].  

Dostępne są także komercyjne programy komputerowe wykorzystujące metodę 

promieniową lub metodę źródeł pozornych (np. Ecotect oraz Raynoise).  

2.2.1. GŁÓWNE ZAŁOŻENIA I OGRANICZENIA KLASYCZNEJ METODY PROMIENIOWEJ 

Głównym założeniem metody promieniowej lub inaczej metody śledzenia pro-

mienia (ray tracing method) jest rozchodzenie się dźwięku wzdłuż linii prostych z za-

chowaniem zasad optyki geometrycznej. Zakłada się także, że wszystkie półproste 

(promienie, wektory) wychodzą z jednego punktu. Oznacza to, że można rozpatrywać 

wyłącznie punktowe źródła dźwięku oraz, że fala rozpatrywana jest w dużej odległości 

od źródła, czyli traktuje się ją jako falę płaską. Przykład śledzenia ścieżki pojedynczego 

promienia przedstawia rys. 2.1. 

 

źródło 
dźwięku

 

Rys.2.1. Ścieżka pojedynczego promienia (wychodzącego z punktu 0,0) w pomieszczeniu 

 

 



 Propagacja dźwięku w pomieszczeniach zamkniętych 27 

 

Istnieje tu oczywiście silna analogia do propagacji promieni świetlnych. Zakłada 

się, że w momencie zetknięcia się promienia dźwiękowego z daną powierzchnią, nastę-

puje jego odbicie. W przypadku odbicia promienia od płaszczyzny, traktowana jest ona 

jako płaskie zwierciadło, dla którego zachodzi prawo Snella (rys. 2.2.).  

 

 

Rys.2.2. Prawo Snella 

Odbicie następuje w punkcie przecięcia promienia z powierzchnią. Promień odbi-

ty zawiera się w tej samej płaszczyźnie co promień padający oraz kąt padania równy 

jest kątowi odbicia. Kierunek promienia (wektora) odbitego można wyznaczyć korzysta-

jąc z poniższego wzoru [28]: 

  nnuuu T2 , (2.9) 

gdzie: 

u    wektor padający, 

u    wektor odbity, 

n    wektor normalny do powierzchni odbijającej.  

Korzystając z powyższego prawa możemy zauważyć, że w narożniku o kącie 

prostym, po dwukrotnym odbiciu, promień biegnie równolegle do promienia padającego. 

Z kolei w przypadku narożnika o kącie rozwartym, który jest większy od kąta prostego  

o  , kąt promienia odbitego odchyli się o wartość 2  od kierunku promienia padające-

go (rys. 2.3.) [28].  
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Rys.2.3. Odbicie promienia dźwiękowego w narożniku [28] 

W celu wyznaczenia kierunku promienia odbitego w zamkniętych pomieszcze-

niach często korzysta się z metody źródeł pozornych. W metodzie tej każdy kolejny 

promień odbity wychodzi z tak zwanego źródła pozornego (rys. 2.4.). W efekcie uzysku-

je się siatkę źródeł pozornych, która zastępuje źródło rzeczywiste oraz powierzchnie 

ograniczające pomieszczenie. 

W pomieszczeniach o zakrzywionych powierzchniach ścian, sufitów lub innych 

elementów architektonicznych również można zastosować prawo odbicia, jeśli potraktu-

je się te powierzchnie jako zbiór płaszczyzn. Często krzywizny stanowią jednak  

fragmenty powierzchni, które można opisać matematycznie w prosty sposób, np.  

powierzchnie sferyczne lub cylindryczne. Wówczas takie powierzchnie traktuje się jako 

wklęsłe lub wypukłe lustra. Na rysunkach 2.5.  2.7. pokazano schematy wyznaczania 

promieni odbitych od takich powierzchni. W przypadku powierzchni wklęsłej można za-

pisać zależność pomiędzy odległością źródła dźwięku od powierzchni a , odległością 

punktu skupiającego promienie odbite b  oraz promieniem krzywizny R  [28]: 

 
R

2

b

1

a

1
 . (2.10) 

Promienie odbite zostaną skupione w jednym punkcie, jeżeli odległość pomiędzy 

źródłem dźwięku a powierzchnią odbijającą będzie większa od 2/R  (rys. 2.5.). W prze-

ciwnym przypadku, promienie odbite zostaną rozproszone, zgodnie z rys. 2.6. Nato-

miast promienie odbite od powierzchni wypukłej zawsze zostaną rozproszone, nieza-

leżnie od promienia krzywizny (rys. 2.7.). 

W przypadku pomieszczeń zamkniętych opisania (zamodelowania) wymagają: 

kształt i wymiary wnętrza, źródło dźwięku oraz odbiornik. Pomieszczenie opisywane jest 

jako zbiór powierzchni, którymi mogą być wielokąty płaskie lub inne znane krzywizny. 
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Poszczególne powierzchnie stykają się ze sobą krawędziami i tworzą zamkniętą prze-

strzeń. Dla bardziej skomplikowanych kształtów powierzchnie zakrzywione można opi-

sywać znanymi równaniami, np. sfery czy powierzchni walcowej (patrz rozdział 2.7.). 

Sposoby znalezienia kierunku promienia odbitego od tego typu powierzchni można zna-

leźć w literaturze [30]. Dodatkowo poszczególnym powierzchniom przypisane są warto-

ści właściwości materiałowych takich jak współczynniki pochłaniania dźwięku.  

 

A A

 

Rys.2.4. Metoda tworzenia źródeł pozornych (A – rzeczywiste źródło dźwięku, A - pozorne 

źródło dźwięku) [28] 

 

Rys.2.5. Odbicie promieni dźwiękowych od powierzchni wklęsłej  źródło dźwięku w odległo-

ści większej niż 2/R  [28] 
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Rys.2.6. Odbicie promieni dźwiękowych od powierzchni wklęsłej  źródło dźwięku w odległo-

ści mniejszej niż 2/R  [28] 

 

Rys.2.7. Odbicie promieni dźwiękowych od powierzchni wypukłej [28] 

Z kolei źródło dźwięku modeluje się zakładając reprezentację ciągłej fali aku-

stycznej poprzez zastąpienie jej wiązką tzw. promieni dźwiękowych (rys. 2.8.). Zakłada 

się, że ilość promieni N  zależna jest od prędkości propagacji fali dźwiękowej  m/sc , od 

wielkości powierzchni ograniczających badany obszar  2mS  oraz czasu  st . Liczbę 

promieni wyznacza się z zależności: 

 2
28

t
S

c
N


 . (2.11) 

Promienie rozchodzą się z jednego punktu w równych odstępach, np. co 5 lub 

10. Każdy z promieni niesie ze sobą część energii dźwiękowej źródła. W podejściu 

klasycznym wszystkie promienie mają taką samą energię. Oznacza to, że zakłada się 

źródło kuliste. W modelowaniu komputerowym możliwe jest jednak opisanie dowolnej 
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charakterystyki kierunkowej źródła dźwięku. Nie uwzględnia się także utraty energii 

wraz  

z kwadratem odległości, jedynie z czasem zmniejszana jest ilość promieni. Główna utra-

ta energii ma miejsce w chwili odbicia od powierzchni ograniczających obszar i jest ona 

proporcjonalna do współczynnika pochłaniania tej powierzchni. Tak przyjęte założenia 

czynią metodę zawodną w przypadku fal o niskich częstotliwościach (wówczas długość 

fali jest rzędu wymiarów pomieszczenia) oraz dla fal o wysokich częstotliwościach (dłu-

gość fali zbliżona jest do wymiarów struktury powierzchni ograniczających pomieszcze-

nie). Metoda promieniowa nie uwzględnia także takich zjawisk jak ugięcie, rozproszenie 

czy interferencja fal akustycznych, wynikających z ich falowego charakteru. 

 

Rys.2.8. Model źródła kulistego w postaci promieni 

Pewną modyfikację metody promieniowej stanowi zastąpienie promieni wiązkami 

w kształcie piramid lub stożków (rys. 2.9.).  

 

Rys.2.9. Model kulistego  źródła dźwięku  w postaci wiązki w kształcie piramidy 
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Zastosowanie różnych modeli źródła wymaga przyjęcia odrębnych modeli senso-

rów (odbiorników). W przypadku promieni odbiornik stanowi pewne otoczenie punktu. 

Bada się więc czy dany promień przejdzie przez to otoczenie. Założenie takie wynika  

z faktu, iż prawdopodobieństwo trafienia promienia dokładnie w dany punkt jest równe 

zeru. Natomiast dla wiązek energii akustycznej sprawdza się czy odbiornik (który w tym 

przypadku jest już punktem) zawiera się w „czole fali” rozpatrywanej wiązki. 

Poza akustyką metody promieniowe mają także zastosowanie w innych dziedzi-

nach. Najwięcej aplikacji znaleźć można w grafice komputerowej, renderingu oraz ana-

lizie obrazu [6, 15]. Ponadto śledzenie promienia wykorzystywane jest także w połącze-

niu z metodą Monte Carlo [102], w technologii laserowej [27, 40] czy w jonizacji [23]. 

2.2.2. MODYFIKACJE METODY PROMIENIOWEJ 

W literaturze światowej można znaleźć liczne zastosowania metody promienio-

wej w akustyce pomieszczeń. W zależności od potrzeb autorzy algorytmów proponują 

różne modele zarówno przegród ograniczających analizowane wnętrze, przeszkód 

znajdujących się  w nim, jak i źródła dźwięku oraz odbiornika. W niniejszym podrozdzia-

le przytoczono kilka przykładów: Yun, Iskander i Zhang w swoich publikacjach proponu-

ją tzw. szybką metodę śledzenia promienia [119]. Wykorzystują oni algorytm Cleary'ego 

do znajdowania ścieżki promienia. W tym celu badana przestrzeń, tutaj płaszczyzna 

(2D), np. rzut piętra biurowca, dzielona jest prostokątną siatką. Oczka siatki są ponume-

rowane w taki sposób, że prostokąty należące do jednego pomieszczenia mają ten sam 

numer. Stąd wynika główne ograniczenie algorytmu, a mianowicie ściany i inne po-

wierzchnie odbijające, pochłaniające czy transmitujące dźwięk muszą pokrywać się  

z liniami siatki. Ci sami autorzy [118] proponują rozbudowanie algorytmu do analizy 

przestrzennej. W tym celu dzielą przestrzeń na czworościany. Z kolei w artykule [117] 

pokazana została modyfikacja sposobu modelowania źródła dźwięku – pojedynczy 

promień zastąpiono wiązką. 

Wszystkie modele wykorzystujące metodę promieniową oraz tworzenie nowych 

algorytmów mają jeden główny cel. Dąży się do maksymalnego zmniejszenia złożono-

ści obliczeniowej, a co za tym idzie skrócenia czasu obliczeń oraz stworzenia możliwo-

ści analizowania coraz bardziej skomplikowanych kształtów pomieszczeń. 

Zmodyfikowane metody śledzenia promienia, stosowane w akustyce, znaleźć 

można także u innych autorów [13, 17, 24, 46, 99, 103, 115, 123].  
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2.3. METODY PROGRAMOWANIA POMIESZCZEŃ O SKOMPLIKOWANYCH KSZTAŁTACH 

Większość rzeczywistych pomieszczeń, w których przebywają ludzie, i w których 

ważną rolę odgrywa akustyka, ma kształt bardziej skomplikowany niż prostopadłościan. 

Często też, w jednej płaszczyźnie, występują powierzchnie o różnych parametrach aku-

stycznych wymagające oddzielnego modelowania. Przykładem mogą być tutaj okna, 

drzwi, obrazy na ścianach, itp. Bardzo istotne jest także wyposażenie wnętrz, czyli np. 

meble, które mają bardzo duży wpływ na rozkład energii akustycznej. 

W celu zamodelowania skomplikowanych kształtów pomieszczenia jest ono dzie-

lone na płaszczyzny charakteryzujące się jednakowymi parametrami akustycznymi. 

Każda z płaszczyzn opisana jest przez trzy należące do niej punkty, ograniczenie wy-

miarów powierzchni w kierunkach x, y, z oraz parametry akustyczne takie, jak współ-

czynnik pochłaniania dźwięku. Następnie dla każdej z nich wyznaczany jest wektor 

normalny skierowany do wnętrza rozpatrywanego obszaru, który determinuje kierunek 

promienia odbitego. 

Z kolei źródło dźwięku reprezentowane jest przez przestrzenne pole wektorowe. 

Wszystkie wektory wychodzą z jednego punktu. Każdy wektor przebiega wzdłuż linii 

prostej, niesie ze sobą określoną część energii źródła i nazywany jest promieniem 

dźwiękowym. Znając równania wszystkich płaszczyzn oraz prostych można znaleźć 

punkty przecięcia kolejnych prostych z płaszczyznami. Pod uwagę brane są tylko frag-

menty prostych zgodne z kierunkowością źródła dźwięku oraz punkty wspólne z frag-

mentami płaszczyzn należącymi do pomieszczenia. W punktach wspólnych, czyli punk-

tach odbicia promieni, następuje utrata energii, zgodnie z współczynnikiem pochłaniania 

konkretnej powierzchni. Następnie w punkcie odbicia ustalany jest początek kolejnego 

wektora, dla którego znów wyznaczane jest równanie prostej i cały algorytm się powta-

rza, aż do zaniknięcia energii dźwiękowej. 

W celu uwzględnienia niepewności parametrów ośrodka, do równań geometrii 

wprowadzone zostały zaburzenia parametrów w postaci liczb przedziałowych 

2perturbacyjnych. W podrozdziale 2.5. przedstawiony został tok obliczeń dla poje-

dynczego promienia oraz płaszczyzny o parametrach niepewnych. 

2.4. FUNKCJE PRZEDZIAŁOWE 2PERTURBACYJNE 

Do przeprowadzenia obliczeń przy zastosowaniu liczb przedziałowych 

2perturbacyjnych konieczne jest zdefiniowanie nowej algebry. Wszelkie informacje 
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dotyczące rachunków w tym systemie opisane zostały w [113], zaś w niniejszej pracy 

zamieszczono je w załączniku 1. Poniżej opisano funkcje przedziałowe 

2perturbacyjne. 

Niech 2IRD   będzie dowolnym podzbiorem. Powiemy, że mamy określoną 

funkcję ε2f , jeżeli każdej liczbie Dz   przyporządkujemy dokładnie jeden element ze 

zbioru 2IR . Wówczas możemy powiedzieć, że ε2f  jest rozszerzeniem funkcji określonej 

na podzbiorze D  z wartościami zawierającymi się w 2IR . Funkcję przedziałową 

2perturbacyjną zapiszemy następująco: 2ε2 IRD:f   lub  zfw ε2 . Możemy też za-

pisać ją prościej  zfεw ε2 , jeśli notacja nie budzi zastrzeżeń. 

Niech        zgzvzuzf 212   , przy czym      .i.,. gvu  oznaczają funkcje 

o wartościach rzeczywistych zmiennej przedziałowej 2perturbacyjnej  

2211 zzzz     

lub inaczej trzech zmiennych rzeczywistych 21 zz,z oraz


, co możemy zapisać 

             ,22112221112211212  zzzgzzzvzzzuzgzvzuzf  
 

dlatego      .i.,. gvu  będą oznaczane jak zwykłe funkcje rzeczywiste, bez indeksu . 

Funkcje      .i.,. gvu  nazwiemy odpowiednio częścią główną, pierwszą perturbacją 

i drugą perturbacją funkcji  .f ε2 . 

Można udowodnić, że jeżeli funkcja  zf ε2  jest ciągła w punkcie 

20210100 zzzz    , to funkcje 

 2211 zzzu   ,  2211 zzzv    i  2211  zzzg   

są ciągłe w punkcie 20210100 zzzz     i odwrotnie. 

Jeżeli funkcja przedziałowa 2perturbacyjna  .f ε2  ma następującą własność: 

        zf0,0,zfzfj 2 , dla każdego 00zz 21    , (2.12) 

to powiemy, że  .f ε2  jest rozszerzeniem funkcji rzeczywistej  .f . 

Ponieważ      2
1

2 IRR:j,IR0,0,zzj  
, to własność (2.12) można zapisać 

jeszcze w innej postaci, mianowicie: 

       Rzzjfzf  , , (2.13) 
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czyli funkcja perturbacyjna  .f ε2  jest rozszerzeniem funkcji rzeczywistej  .f , jeżeli jest 

przemienna z operatorem zanurzenia  .j . 

Zobaczmy zatem w jaki sposób można uogólnić przykładowe funkcje rzeczywi-

ste. Przedstawione zostaną rozszerzenia takich funkcji jak: potęgowanie i pierwiastko-

wanie, funkcja wykładnicza   Rx,xexp  , logarytm naturalny   0x,Rx,xlog   oraz 

funkcje trygonometryczne             Rxxxxxxx arcctg,arctg,ctg,tg,cos,sin . Poniżej 

pokazano rozwinięcia funkcji rzeczywistych, kiedy parametr x  zostanie zastąpiony licz-

bą przedziałową 2perturbacyjną 2211 zzzz    , gdzie  2IRz  . 

2.4.1. POTĘGOWANIE 

Zapiszmy 

 2211
22 zz2zz2zzzz    , (2.14) 

pamiętając, że: 000z 21
2    jeśli 0z  . Otrzymamy zatem: 

    22
2
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23

2211
2
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23 zz3zz3zzz2zz2zzzzzzz    , (2.15) 
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lub, co można łatwo sprawdzić 
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2.4.2. PIERWIASTKOWANIE 

Czy istnieje liczba przedziałowa 2perturbacyjna 2211 zzzz    , taka że 

cbaz 21
2   ? Zauważmy, że 

 cbazz2zz2zz 212211
22   

, (2.18) 

wtedy i tylko wtedy, gdy 2za
 (czyli 0a  ), 1zz2b   oraz 2zz2c  , co zachodzi dla  
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Dalej będzie używana notacja 

 




















 


0a,0

0a,az2

c

az2

b
a

cbazz
21

21
2/1







 (2.20) 

dla oznaczenia pierwiastka algebraicznego z liczby przedziałowej 2perturbacyjnej 

cbaz 21   , cb,0a i  dowolne. 

 

UWAGA. Zauważmy, że dla istnienia niezerowego pierwiastka algebraicznego  

z liczby przedziałowej 2perturbacyjnej wystarcza, że 0mv_z   ( mvz _ część główna 

liczby przedziałowej 2perturbacyjnej). 

Zauważmy, że operacja pierwiastkowania jest łączna, tzn.  

 2,1i,cbaz,zzzz i2i1ii2121   . (2.21) 

Dowód jest bardzo prosty. Załóżmy, że 0zi   dla 2,1i  . Otrzymamy 
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 (2.22) 

Z drugiej strony 
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 (2.23) 

co kończy dowód. 

Czy istnieje liczba przedziałowa 2perturbacyjna 2211 zzzz    , taka że 

?1n,cbaz 21
n    Zauważmy, że 

 ...3,2,1n,zznzznz:z 22
1n

11
1nnn   dla 

 (2.24) 
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wtedy i tylko wtedy, gdy nza
 , 1

1n zznb  
 oraz 2

1n zznc  
, co zachodzi dla  
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 (2.25) 

Dalej będzie używana notacja 
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 (2.26) 
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 (2.27) 

dla oznaczenia n go pierwiastka algebraicznego z liczby przedziałowej 

2perturbacyjnej 2211 zzzz    , przy odpowiednich założeniach dotyczących 

cba i, . 

2.4.3. FUNKCJA WYKŁADNICZA 

Przeanalizujmy rozszerzenie prostej funkcji wykładniczej   Rx,xexp  . Jest to 

jedna z prostszych funkcji obok potęgowania i pierwiastkowania. Jak będziemy rozu-

mieli funkcję )z(exp , jeżeli  22211 IRzzzz   ?  

Przypomnijmy zatem rozwinięcie funkcji   Rx,xexp   w klasyczny szereg 

 Rx,
!k

x
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x
1)xexp(

0k

k32

 




, (2.28) 

który jest zbieżny dla każdego Rx . Wykorzystując równanie (2.28) zdefiniujmy nową 

funkcję  zexp2 , dla  22211 IRzzzz    jako 
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. (2.29) 

Korzystając z równań (2.17) i (2.29) możemy zapisać 



38 A. Winkler-Skalna  

 

.IRz),zexp()zz1()zexp(z)zexp(z)zexp(

...
!2

z

!1

z
1z...

!2

z

!1

z
1z)zexp(

...
!3

zz3

!2

zz2

!1

z
...

!3

zz3

!2

zz2

!1

z
)zexp(

...
!3

zz3zz3z

!2

zz2zz2z

!1

zzz
1

:)z(exp

222112211

2

22

2

11

2
2

22
2

1
2

11
1

22
2

11
23

2211
2

2211

2










































































 (2.30) 

Zauważmy, że szereg w równaniu (2.29) jest zbieżny dla każdego 2IRz  . 

Ponadto otrzymamy:        xexp0,0,xexpxexpj 2 , co dowodzi, że nowa funk-

cja  .exp2  jest rozszerzeniem rzeczywistej funkcji  xexp . 

2.4.4. LOGARYTM 

Niech cba 21    będzie dowolną liczbą przedziałową 2perturbacyjną słabo 

większą od  0,0,0 . Liczbę przedziałową 2perturbacyjną 2211 zzzz     spełniającą 

równanie 

   cbazexp 21    (2.31) 

nazwiemy logarytmem naturalnym liczby przedziałowej 2perturbacyjnej cba 21    

i oznaczymy 

  cbaln:z 212   . (2.32) 

Z równania (2.30) wynika, że musi zachodzić 

 cba)zexp(z)zexp(z)zexp( 212211   
, (2.33) 

czyli   azexp  ,   bzexpz1   oraz   czexpz2  . Stąd wynika, że  alnz  , 
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b
zexp

b
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 oraz  
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c
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c
z2 

 
. Zauważmy, że może zachodzić 0b   oraz 

0c  . Z powyższego wynika, że 
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  . (2.34) 
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2.4.5. FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE 

SINUS 

Podobnie zobaczmy, jak będzie wyglądać funkcja  zsin2 . Oczywiście 

   Rx,
)!1k2(

x
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x)xsin(
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, (2.35) 

otrzymamy zatem  
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. (2.36) 

Wykonując dalsze obliczenia, przedziałową perturbacyjną funkcję sinus zapi-

szemy w poniższej postaci: 
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(2.37) 

COSINUS 

Podobnie wygląda sytuacja z funkcją )z(cos2 . Oczywiście ponieważ 
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 (2.38) 

otrzymamy   
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. (2.39) 

Obliczając dalej podobnie jak dla funkcji sinus uzyskamy następujący zapis funk-

cji cosinus: 
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 (2.40) 

TG I CTG 

Podobnie możemy rozszerzyć funkcję tangens. Zapiszmy więc: 
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 (2.41) 

Otrzymamy zatem  
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 (2.42) 

Obliczając dalej podobnie jak dla funkcji tangens otrzymamy funkcję cotangens 
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 (2.43) 

ARCTG I ARCCTG 

Niech    212 ztg  . Oznaczmy przez   212arctg   funkcję od-

wrotną do  .tg 2 . Dalej zapiszemy  

   212arctg :z  (2.44) 
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Zauważmy, patrz (2.42), że musi zachodzić:   xtg


, 
)z(cos

1
z 21    oraz 

)z(cos

1
z 22   . Stąd otrzymamy 

  arctgx  , (2.45) 
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. (2.47) 

Ostatnia równość wynika z własności funkcji trygonometrycznych. Napiszemy zatem 
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 . (2.48) 

Podobnie będzie dla funkcji  .ctg 2 . Niech    212 zctg  . Oznaczmy 

przez   212arcctg   funkcję odwrotną do  .ctg 2 . Zapiszemy  

   212arcctg :z . (2.49) 

Zauważmy, patrz (2.43), że musi zachodzić:   xctg
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1
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1
z 22   . Stąd otrzymamy 

  arcctgx  , (2.50) 
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Napiszemy zatem 
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2.4.6. ZALEŻNOŚCI MIĘDZY FUNKCJAMI TRYGONOMETRYCZNYMI 

Zauważmy, że 
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 (2.55) 

stąd wynika tożsamość zwana potocznie „jedynką trygonometryczną”: 
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2 IRz,1)z(cos)z(sin  . (2.56) 

Ponadto zachodzą znane równości 
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 (2.58) 

a także wzory dla funkcji trygonometrycznych kąta podwojonego 

 .IRz),z2cos(z2)z2cos(z2)z2sin()z2(sin 222112    
 (2.59) 

Ponieważ 
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 (2.60) 

więc z porównania (2.59) i (2.60) otrzymujemy 

 .IRz),z(cos)z(sin2)z2(sin 2222    (2.61) 
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W tabeli 2.2. zestawione zostały wzory elementarnych funkcji przedziałowych 

2perturbacyjnych. Bez dowodu pozostawiono pozostałe tożsamości trygonometryczne 

przedstawione w tabeli 2.3. 

 

Tabela 2.2. Zestawienie wzorów dla elementarnych przedziałowych 2perturbacyjnych funkcji trygo-

nometrycznych 
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Tabela 2.3. Zestawienie wzorów dla εtożsamości trygonometrycznych 
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2.4.7. ROZSZERZENIE FUNKCJI 

Ogólnie niech funkcja  xf  posiada rozwinięcie w szereg Taylora w punkcie x , 

takie że 
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 (2.62) 

skąd wynika, że jej rozszerzenie możemy zdefiniować w następujący sposób 
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 (2.63) 

pod warunkiem, że pochodna  zf
  istnieje w punkcie z


. Wzór (2.63) będzie w dal-

szych rozważaniach pomocny do szybkiego wyznaczania perturbacyjnych wartości 

funkcji o argumentach perturbacyjnych. Zauważmy, że rozszerzenie zbioru argumentów 

funkcji rzeczywistej na zbiór liczb perturbacyjnych powoduje, że funkcja ta przyjmuje 
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wartości ze zbioru liczb perturbacyjnych, czyli uzyskujemy rozszerzenie  222 : IRIRf   

takie, że 

        zf0,0,zfzfj 2 , (2.64) 

czyli nowa funkcja  .f2  jest rzeczywiście rozszerzeniem funkcji rzeczywistej  xf .  

Dalej będziemy również używać notacji 

   Rz,z,z,)z(fext:)zzz(f 21zz22112
2





 . (2.65) 

2.5. ODBICIE ZABURZONEGO PROMIENIA DŹWIĘKOWEGO OD PŁASZCZYZNY O NIEPEWNYCH 

PARAMETRACH  

Parametryczne równanie prostej przedziałowej 2perturbacyjnej w przestrzeni, 

reprezentującej pojedynczy promień dźwiękowy, którego wszystkie parametry są zabu-

rzone, zapiszemy poniższym układem równań: 
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gdzie: 
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Natomiast równanie płaszczyzny z przedziałowymi parametrami, przedstawiające 

np. jedną ze ścian badanego pomieszczenia, zapiszemy następująco:  

   22 IR,,,,0zyx  . (2.67) 

Zakładając zaburzenie losowe płaszczyzny typu    y,xfy,xf 2211   , otrzymamy 

równania: 
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 (2.68) 

Na rysunkach 2.10. i 2.11. schematycznie przedstawione zostało odbicie pro-

mienia od powierzchni oraz zaburzenie nałożone na promień dźwiękowy i na po-
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wierzchnię odbijającą. Niepewność kąta padania promienia powoduje, iż rozpatrywana 

jest w zasadzie wiązka, przy czym obliczenia prowadzone są jak dla zwykłego promie-

nia. 

 

Rys.2.10. Odbicie pojedynczego promienia bez zaburzeń 

 

Rys.2.11. Zaburzone odbicie pojedynczego promienia dźwiękowego od niejednorodnej po-

wierzchni 

Przypomnijmy, że rozwinięcie funkcji na liczby przedziałowe 2perturbacyjne ma 

następującą postać: 
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Możemy zatem zapisać wyjściowe równania w formie przedziałowej 

2perturbacyjnej. Otrzymamy następującą parametryczną postać równania prostej:  
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(2.69) 

oraz równanie zaburzonej powierzchni: 
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 (2.70) 

Wykonajmy działania zgodnie z nową algebrą i uporządkujmy wyrażenia. Rów-

nania (2.66) i (2.67) zapiszemy w poniższej formie: 
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 (2.71) 
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Po rozdzieleniu wyrazów wolnych oraz wyrazów przy kolejnych parametrach  

  równanie przedziałowej 2perturbacyjnej prostej zapiszemy następująco: 
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Powyższe układy równań (2.73), (2.74) oraz (2.75) stanowią odpowiednio część 

główną (rzeczywistą) równania prostej w przestrzeni, pierwszą perturbację oraz drugą 

perturbację. 

Ponieważ           2,1i,yyy,xfxxy,xfy,xfy,xf 2211yi2211xiii   
, 

równanie płaszczyzny możemy przedstawić, po rozdzieleniu wyrazów, w postaci hierar-

chicznego układu równań, z których analogicznie pierwsze będzie nazywane częścią 

główną, a kolejne dwa pierwszą i drugą perturbacją: 
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 (2.76) 

Chcąc znaleźć punkt odbicia promienia od powierzchni należy wyznaczyć punkt 

wspólny (przecięcia)  000 ,, zyx  prostej (2.732.75) oraz powierzchni (2.76). W tym celu 

musimy obliczyć wartość parametru t  ze znanego wzoru podanego poniżej: 
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 (2.77) 

Po rozwinięciu równania (2.77) na liczby przedziałowe 2perturbacyjne otrzy-

mamy kolejno licznik oraz odwrotność mianownika: 

      12121221111111111 zyxzyxzyxlicznik   
 (2.78) 
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(2.79) 

Po wykonaniu mnożenia i rozdzieleniu wyrazów przy kolejnych parametrach  

  w równaniu (2.77) otrzymamy ostateczną zaburzoną postać parametru t : 
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 (2.80) 

Po podstawieniu parametru t  do układów równań (2.73), (2.74) oraz (2.75) wy-

znaczymy powierzchnię przecięcia zaburzonej prostej i zaburzonej płaszczyzny, czyli 

 022011002201100220110 ,, zzzyyyxxx   
. 

Równanie stycznej do powierzchni zapisanej wzorem (2.68) w punkcie  000 ,, zyx  

ma postać: 
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 (2.81) 

Podstawmy następujący przedziałowy 2perturbacyjny zapis elementów powyż-

szego równania: 
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Po uporządkowaniu otrzymamy następujący hierarchiczny układ równań dla 

przedziałowej 2perturbacyjnej powierzchni stycznej: 
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 (2.86) 

Znając równanie płaszczyzny stycznej do zaburzonej powierzchni w punkcie 

przecięcia możemy wyznaczyć kierunek promienia odbitego. 
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2.6. PRZENIKANIE ZABURZONEGO PROMIENIA DŹWIĘKOWEGO PRZEZ PŁASZCZYZNĘ O NIE-

PEWNYCH PARAMETRACH  

W poprzednim rozdziale dokładnie został przeanalizowany przypadek odbicia 

promienia dźwiękowego od danej powierzchni. Jednak w rzeczywistych układach nale-

żałoby rozpatrywać nie tylko odbicie na granicy ośrodków, ale też przenikanie części 

energii z jednego ośrodka do drugiego. W metodach promieniowych realizuje się to po-

przez rozdzielenie energii niesionej przez promień padający na część odbitą oraz prze-

nikającą. Schematycznie zostało to przedstawione na rysunku 2.12. 

 

1

1 2

1c 2c

 

Rys.2.12. Schemat odbicia i przenikania promienia dźwiękowego na granicy dwóch ośrodków 

Załóżmy, że rozpatrywane są dwa ośrodki, którym przypisane są różne wartości 

prędkości propagacji fali dźwiękowej 1c  i 2c . Przyjmijmy dalej, że kąt promienia padają-

cego wynosi 1 , odbitego również 1  oraz przenikającego 2 . Wszystkie kąty mierzone 

są do płaszczyzny normalnej do powierzchni rozgraniczającej ośrodki. 

Kąt promienia przenikającego do drugiego ośrodka zależeć będzie od kąta pro-

mienia padającego oraz od poszczególnych prędkości propagacji dźwięku. W pomiesz-

czeniach zazwyczaj brany pod uwagę jest przypadek, w którym fala przenika z ośrodka 

o mniejszej gęstości (mniejszej prędkości propagacji) do ośrodka, w którym prędkość 

dźwięku jest większa. Wielkością pozwalającą scharakteryzować różnice gęstości jest 

tzw. współczynnik załamania: 

 
 
 2

1

2

1
21 sin

sin

c

c
n




 . (2.87) 
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Korzystając z wyrażenia (2.87) można wyznaczyć kąt promienia przenikającego, 

który wynosi 

    
1

2
12 c

c
sinsin   . (2.88) 

2.7. UOGÓLNIENIE METODY ŚLEDZENIA PROMIENIA NA POMIESZCZENIA O POWIERZCHNIACH 

ZAKRZYWIONYCH Z NIEPEWNYMI PARAMETRAMI 

2.7.1. ODBICIE PROMIENIA DŹWIĘKOWEGO OD POWIERZCHNI SFERYCZNEJ 

Obliczenia komputerowe z wykorzystaniem algebry przedziałowej 

2perturbacyjnej sprowadzają się do wykorzystania biblioteki procedur poszczególnych 

działań algebraicznych. W związku z tym programowanie odbywa się podobnie jak dla 

liczb rzeczywistych, bez konieczności rozwijania każdej wielkości do perturbacyjnej po-

staci. Z tego powodu dalsze równania również zapisane zostaną w skróconej formie. 

Równanie przedstawiające promień dźwiękowy zapiszmy, podobnie jak w po-

przednim rozdziale, jako parametryczne równanie prostej przedziałowej 

2perturbacyjnej, zgodnie z równaniami (2.66) i (2.73  2.75), którego wektorowy zapis 

jest następujący: 

  tabap  , (2.89) 

gdzie:      z,y,x,z,y,x,z,y,x 222111  pba . Oznaczenia przyjęto zgodnie z rysunkiem 

2.13. 

 tabap 

a

b

 

Rys.2.13. Oznaczenia przyjęte dla promienia dźwiękowego 

Załóżmy dalej, że mamy daną perturbowaną sferę o środku w punkcie 

 000 z,y,xs  oraz o promieniu R , patrz rysunek 2.14. Zapiszmy więc równanie sfery  

o niepewnych parametrach jako: 
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gdzie: 

.RRRR
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Punkt wspólny prostej (promienia) oraz sfery otrzymamy wstawiając wielkości  

z równania (2.66) do równania sfery (2.90): 

          2
22

0121
2

0121
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0121 0Rztzzzytyyyxtxxx  . (2.91) 
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Rys.2.14. Oznaczenia przyjęte dla sfery oraz padającego na nią promienia dźwiękowego 

W zapisie wektorowym, równanie (2.91) będzie następującej postaci: 

       2
2T

0Rtt  sabasaba  (2.92) 

lub krócej: 

     2
2T 0R  spsp , (2.93) 

gdzie:  000 z,y,xs .  

Po przekształceniach powyższe równanie można sprowadzić do równania kwa-

dratowego, które można zapisać w formie ogólnej 0cbtat2  , a dla rozpatrywanego 

zadania zapiszemy: 

     2
2T22T22

0R2t2t  sasasaabab , (2.94) 
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skąd, korzystając ze znanego równania ogólnego   a2/ac4bbt 2  , wyznaczymy 

przedziałową 2perturbacyjną wartość parametru t : 

 
           

2

2T2222TT

2

R2422
t

ab

sasaabsaabsaab




 . (2.95) 

Podstawiając wyliczoną wartość parametru t  do równania prostej (2.89), otrzy-

mamy szukany punkt wspólny. Równanie wektora normalnego do sfery w punkcie prze-

cięcia zapiszemy następująco: 

   saban  t2 , (2.96) 

a wektor jednostkowy będzie postaci: 

    R/t saban  . (2.97) 

Programowanie obliczeń na liczbach przedziałowych perturbacyjnych sprowadza 

się do wykorzystania przygotowanych wcześniej procedur, które pozwalają prowadzić 

obliczenia jak na liczbach rzeczywistych. W związku z tym w dalszej części pracy pomi-

nięto rozwinięcia parametrów równań na wielkości perturbacyjne. 

2.7.2. ODBICIE PROMIENIA DŹWIĘKOWEGO OD POWIERZCHNI CYLINDRYCZNEJ 

Podobnie jak w przypadku sfery, możemy wyznaczyć promień odbity od po-

wierzchni cylindrycznej. Załóżmy jednostkowy cylinder, który utworzony został przez 

obrót prostej o równaniu 1x   w płaszczyźnie xz  wokół osi z  (rys. 2.15.). Równanie 

cylindra o dowolnym promieniu R , wychodzącym z początku układu współrzędnych 

oraz osi biegnącej wzdłuż osi z  jest następujące: 

 2
222 0Ryx  . (2.98) 

Oczywiście zakłada się zaburzenie wszystkich parametrów powierzchni cylin-

drycznej oraz promienia. 
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z
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promień dźwiękowy

p

 

Rys.2.15. Oznaczenia przyjęte dla powierzchni cylindrycznej oraz padającego na nią promienia 

dźwiękowego 

W celu wyznaczenia punktu, w którym promień zostanie odbity od powierzchni 

cylindrycznej, należy rozwiązać poniższe równanie: 

       2
22

0
2
01010

22
1

2
1 0Ryxtyyxx2tyx  . (2.99) 

Dalsze obliczenia są analogiczne jak w przypadku powierzchni sferycznej. 

 



3. ALGORYTM PRZEDZIAŁOWEJ PERTURBACYJNEJ METODY PROMIENIOWEJ 

W niniejszej pracy analizę wpływu zaburzeń na propagację fali akustycznej 

w pomieszczeniu zamkniętym przeprowadzono w oparciu o autorski program kompute-

rowy napisany w języku Fortran, który wykorzystuje metodę promieniową. W programie 

zastosowana została algebra przedziałowa perturbacyjna. Podobnie jak we wszystkich 

metodach modelowania komputerowego, również w przedstawionym programie przyję-

to pewne uproszczenia zjawisk akustycznych: 

 wszystkie skomplikowane (złożone) powierzchnie ograniczające pomieszczenie 

oraz kształty elementów znajdujących się wewnątrz zostały sprowadzone do 

płaszczyzn (mogą to być dowolne wielokąty); 

 energia akustyczna generowana przez źródło dźwięku rozchodzi się w pomiesz-

czeniu jako pęk promieni, z których każdy niesie przypisaną mu część tej energii; 

 przy takich założeniach energia dźwięku traktowana jest jako funkcja energii, co 

oznacza, że może być ona sumowana; 

 pominięte zostały zjawiska falowe, takie jak przesunięcie fazowe czy interferen-

cja fal; 

 współczynnik pochłaniania powierzchni jest niezależny od kąta padania promie-

nia dźwiękowego oraz od częstotliwości dźwięku; 

 pominięto pochłanianie dźwięku przez powietrze. 

Część przyjętych uproszczeń skompensowano przez wprowadzenie niepewności 

parametrów (np. współczynnika pochłaniania dźwięku, równań prostych i płaszczyzn)  

w postaci liczb przedziałowych perturbacyjnych. 

Oczywiście powyższe założenia powodują, że zastosowanie metody promienio-

wej ma pewne ograniczenia. Przede wszystkim wymiary pomieszczenia muszą być 

większe w porównaniu z długością fali. Zazwyczaj wymiary typowych pomieszczeń au-

dytoryjnych pozwalają na taką analizę dla częstotliwości 500 Hz i wyższych. Tylko 

w takim przypadku możliwie jest rozpatrywanie dźwięku w postaci promieni biegnących 

wzdłuż linii prostych. Oczywiście jest tu wykorzystana analogia do promieni świetlnych 

z zachowaniem zasad odbicia (patrz rozdział 2.2.). 

Program generuje promienie dźwiękowe, które rozchodzą się w zamkniętej prze-

strzeni. Straty energii akustycznej uwzględnione są przy odbiciach od powierzchni 

(zgodnie ze współczynnikiem pochłaniania danego materiału). 
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Dane wejściowe do obliczeń, pozwalających na wyznaczenie ścieżek promieni 

dźwiękowych rozchodzących się w danym pomieszczeniu, wczytywane są z pliku tek-

stowego zawierającego następujące informacje: 

 ilość powierzchni modelowanego pomieszczenia (ściany, podłoga, sufit, ekrany 

dźwiękochłonne oraz przedmioty znajdujące się wewnątrz); 

 współrzędne  zyx ,,  trzech punktów wyznaczających daną płaszczyznę oraz 

ograniczenia wymiarów powierzchni; 

 wartości współczynników pochłaniania dźwięku poszczególnych powierzchni 

(materiałów). 

Poniżej przeanalizowano możliwość prognozowania zaburzonej propagacji 

dźwięku emitowanego wewnątrz przestrzeni zamkniętej (pomieszczenia). Źródła dźwię-

ku powodujące falowy ruch rozpatrywanego ośrodka mogą być zarówno wewnętrzne 

jak i zewnętrzne. Z kolei tłumienie energii akustycznej może zależeć nie tylko od zabu-

rzonych parametrów materiału, od którego odbija się fala dźwiękowa, ale często także 

od niepewnej geometrii wnętrza. Na przykład, propagacja fali jest zjawiskiem bardzo 

złożonym ze względu na fakt istnienia skomplikowanych nieregularnych kształtów oraz 

występującą często nieciągłością gęstości czy krzywizną powierzchni. W przeciwień-

stwie do metod i modeli badania rozkładu pola akustycznego opisywanych w licznej 

literaturze, prezentowana metoda wprowadza perturbacyjny promień dźwiękowy. Po-

woduje to, iż w rzeczywistości rozpatrujemy wiązkę, która matematycznie opisana jest 

zwykłym równaniem prostej z przedziałowymi perturbacyjnymi parametrami. Wprowa-

dzone zostają także zaburzenia brzegu, czyli kształtu i wymiarów pomieszczenia i znaj-

dujących się w nim przedmiotów, a także zaburzenie odbicia fali dźwiękowej.  

Silna fizykalna analogia pomiędzy propagacją światła i dźwięku pozwala na wza-

jemne wykorzystanie zależności i zjawisk zachodzących w obu przypadkach. Zarówno 

promienie świetlne jak i dźwiękowe ulegają odbiciu na brzegach obszaru i kąt padania 

promieni jest równy kątowi odbicia. Wiadomo także, że promień padający i odbity leżą 

w tej samej płaszczyźnie. Zarówno dla światła jak i dla dźwięku następuje strata energii 

podczas odbicia. Prezentowany algorytm bezpośrednio wykorzystuje tę analogię, swo-

bodnie przechodząc z zagadnień świetlnych na dźwiękowe. Wszelkie niepewności ba-

danego ośrodka, wraz z jego brzegami, uwzględnione zostały w zaburzonych parame-

trach równań geometrii przestrzennej. 
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3.1. ALGORYTM WYZNACZANIA ŚCIEŻKI PROMIENI  2D 

Poniżej przedstawiony został zastosowany w programie komputerowym dwuwy-

miarowy algorytm wyznaczania ścieżki promieni wraz z ich kolejnymi odbiciami od po-

wierzchni ograniczających rozpatrywane wnętrze.  

Podobnie jak w przykładzie analitycznym w rozdziale 2.5. wykorzystywana jest 

algebra przedziałowa 2perturbacyjna. Zgodnie z nowym systemem algebraicznym 

równanie przykładowej prostej   ,,P , od której zostanie odbity promień dźwiękowy, 

zapiszemy następująco: 

  20yx  . (3.1) 

Dane pozwalające na wyznaczenie równań tych powierzchni wczytywane są 

z pliku tekstowego (numer prostej, ograniczenie wymiarów pomieszczenia w kierunkach 

yx, , współrzędne punktów wyznaczających prostą, współrzędne punktu wewnątrz po-

mieszczenia oraz współczynnik pochłaniania dźwięku).  

Jeżeli chcemy zapisać równanie prostej  20yx   przechodzącej przez 

dany punkt  00 y,x , musi zachodzić:  

  200 0yx  . (3.2) 

Odejmując równania (3.1) i (3.2) otrzymujemy następujące równanie: 

      200 0yyxx  , (3.3) 

czyli w równaniu (3.2) mamy 00 yx   . 

 Kolejne kroki algorytmu wyznaczania odbicia pojedynczego promienia od prostej 

są następujące: 

1) Wyznaczanie wektora normalnego do prostej  20yx  .  

Niech  00 yy,xx   będzie dowolnym wektorem leżącym na prostej (3.3), 

czyli      200 0yyxx  . Wówczas wektor normalny   

  yx nn ,n  (3.4) 

spełnia warunek iloczynu skalarnego, tzn. 

     20y0x 0yynxxn  . (3.5) 
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Porównując równania (3.3) i (3.5) otrzymujemy: 

   ,n . (3.6) 

Równanie (3.2) wynika z warunku prostopadłości wektora  yx nn ,n  do 

prostej  20yx  , czyli zerowanie iloczynu skalarnego (3.5), ponie-

waż wektor   000 yy,xx rr   leży na danej prostej, gdzie  yx,r , 

 000 y,xr . 

2) Wyznaczenie równania prostej przechodzącej przez dwa punkty  11 y,x  

i  22 y,x . 

Załóżmy, że dane są dwa punkty  111 y,xp  i  222 y,xp , na których jest 

rozpięta prosta. Jakie będzie równanie prostej w postaci (3.1)? 

Dowolny punkt takiej prostej generowanej przez wektor 12 pp   może być 

zapisany w następującej formie:  

   2121 IRtgdzie,t  pppr . (3.7) 

 Dla poszczególnych współrzędnych zapiszemy:  

  121 xxtxx  , (3.8) 

  121 yytyy  . (3.9) 

Załóżmy, że wyznaczymy parametr t  z równań (3.8) i (3.9). Otrzymamy 

wówczas: 

 
12

1

xx

xx
t




 , (3.10) 

 
12

1

yy

yy
t




 . (3.11) 

Po porównaniu równań (3.10) i (3.11) zapiszemy:  

 
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








,  

       2112112 0yyxxxxyy  ,  

       212122112 0xyyxyxxxyy  , (3.12) 
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 czyli 12122112 xyyx,xx,yy   . 

3) Wyznaczenie przecięcia prostej o wektorze kierunkowym  yx pp ,p  

przechodzącym przez punkt  000 y,xr  z prostą  20yx  . 

Równanie prostej o kierunku  yx pp ,p  przez punkt  000 y,xr  ma po-

stać: 

 20 , IRtgdziet  prr , (3.13) 

 we współrzędnych zapiszemy: 

 x0 ptxx  , (3.14) 

 y0 ptyy  . (3.15) 

 Po wstawieniu wielkości (3.14) i (3.15) do równania (3.1) otrzymamy: 

      200 0 yx ptyptx , (3.16) 

    200 0 yx pptyx . (3.17) 

 Stąd parametr punktu wspólnego wektora i prostej będzie postaci: 

 
yx pp

yx
t







 00* , (3.18) 

 czyli punkt wspólny  **, yx  wyrażony jest wzorami: 

 xptxx *
0

*  , (3.19) 

 y
*

0
* ptyy  . (3.20) 

4) Obliczanie odległości punktu  000 y,xr  od prostej  20yx  . 

Równanie prostej prostopadłej do prostej podanej równaniem (3.1) i prze-

chodzącej przez punkt  000 y,xr  ma poniższą postać: 

 20 IRtgdzie,t  nrr , (3.21) 

 gdzie:   yx n,n . 

 We współrzędnych zapiszemy: 

 x0 ntxx  , (3.22) 
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 yntyy  0 . (3.23) 

 Po podstawieniu wielkości (3.22) i (3.23) do równania (3.1) otrzymamy: 

      2y0x0 0ntyntx  , (3.24) 

    2yx00 0nntyx  . (3.25) 

 Stąd parametr punktu wspólnego wektora i prostej będzie postaci: 

 
yx

00*

nn

yx
t







 , (3.26) 

 czyli punkt wspólny  **, yx  wyrażony jest wzorami: 

 xntxx *
0

*  , (3.27) 

 yntyy *
0

*  . (3.28) 

Wyznaczmy więc odległość punktu  00 y,x  od prostej, czyli odległość mię-

dzy punktami  00 y,x  oraz  ** y,x , korzystając z poniższego równania: 

 

       

    .
yx

nn
nn

yx

ntntyyxxd

22

002
y

2
x

yx

00

2

y
*2

x
*2

0
*2

0
*



















 (3.29)  

Warunek przecięcia prostą  20yx   komórki o środku w punkcie 

 ss yx ,  i o wymiarach  yx hh ,  jest następujący: 

 2/
22

00**
xxs h

yx
ntxx 







 , (3.30) 

 2/
22

00**
yys h

yx
ntyy 







 . (3.31) 

Warunkiem przecięcia okręgu o środku w punkcie  ss yx ,  i promieniu  

d  przez prostą  20yx   jest spełnienie poniższych równań: 
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 (3.32) 
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 (3.33) 

5) Wyznaczenie równania prostej o wektorze kierunkowym  yx pp ,p  prze-

chodzącej przez punkt  000 y,xr . 

Szukane równanie ma postać: 

 20 IRtgdzie,t  prr , (3.34) 

 we współrzędnych zapiszemy: 

 x0 ptxx  , (3.35) 

 y0 ptyy  . (3.36) 

6) Równanie prostej przez dwa punkty  111 y,xr  i  222 y,xr . 

Jeśli dane są dwa punkty  111 y,xr  i  222 y,xr , to równanie prostej ma 

postać: 

   2121 IRtgdzie,t  rrrr . (3.37) 

Dla poszczególnych współrzędnych zapiszemy: 

  121 xxtxx  , (3.38) 

  121 yytyy  . (3.39) 

7) Wyznaczenie wektora odbitego 

Wyznaczmy punkt przecięcia  y1x11 P,PP  promienia padającego 

 yx pp ,p  z prostą  20 yx . Wektor  yx pp ,p  jest dany przez 

dwa punkty:  111 y,xr  i  222 y,xr . Wstawiając wielkości (3.30) i (3.31) 

do równania (3.1) otrzymamy: 

        212
*

112
*

1 0yytyxxtx  , (3.40) 
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       21212
*

11 0yyxxtyx  . (3.41) 

 Stąd parametr punktu wspólnego dwóch prostych będzie postaci: 

    1212

11*

yyxx

yx
t








, (3.42) 

 czyli punkt wspólny  y1x11 P,PP  wyrażony jest wzorami: 

  12
*

1x1 xxtxP  , (3.43) 

  12
*

1y1 yytyP  . (3.44) 

Oznaczamy teraz promień (wektor) padający  yx pp ,p  przez punkty 

 111 y,xr  i  y1x11 P,PP , którego współrzędne zapiszemy: 

  12
*

1x1x xxtxPp  , (3.45) 

  12
*

1y1y yytyPp  . (3.46) 

Następnie obliczamy punkt źródła pozornego, który oznaczymy jako 

  pPP  1y2x22 P,P . Współrzędne tego punktu zapiszemy: 

      12
*

112
*

12
*

1xx1x2 xxt2xxxtxxtxpPP  , (3.47) 

      12
*

112
*

12
*

1yy1y2 yyt2yyytyytypPP  . (3.48) 

W kolejnych etapach obliczamy odległość punktu  y2x22 P,PP  od prostej 

 20yx  . Następnie wyznaczamy punkt nPP d223  , po czym 

wyznaczamy wektor odbity 13odb PPr  . 

3.2. ALGORYTM WYZNACZANIA ŚCIEŻKI PROMIENI  3D 

Poniżej przedstawiony został zastosowany w programie komputerowym trójwy-

miarowy algorytm wyznaczania ścieżki promieni wraz z ich kolejnymi odbiciami od po-

wierzchni ograniczających rozpatrywane pomieszczenie.  

Równanie przykładowej płaszczyzny   ,,,P , od której zostanie odbity pro-

mień dźwiękowy, zapiszemy następująco: 
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  20 zyx . (3.49) 

Dane pozwalające na wyznaczenie równań tych powierzchni wczytywane są 

z pliku tekstowego (numer płaszczyzny, ograniczenie wymiarów pomieszczenia w kie-

runkach zyx ,, , współrzędne punktów wyznaczających płaszczyznę, współrzędne 

punktu wewnątrz pomieszczenia oraz współczynnik pochłaniania dźwięku).  

Jeżeli chcemy zapisać równanie płaszczyzny  20zyx   przechodzą-

cej przez dany punkt  000 z,y,x , musi zachodzić:  

  2000 0zyx  . (3.50) 

Odejmując równania (3.49) i (3.50) otrzymujemy następujące równanie: 

        2000 0zzyyxx  , (3.51) 

czyli w równaniu (3.50) mamy 000 zyx   . 

 Kolejne kroki algorytmu 3D są następujące: 

1) Wyznaczanie wektora normalnego do płaszczyzny  20zyx  .  

Niech  000 zz,yy,xx   będzie dowolnym wektorem leżącym na płasz-

czyźnie (3.51), czyli        2000 0zzyyxx  . Wówczas wektor 

normalny 

  zyx nnn ,,n  (3.52) 

spełnia warunek iloczynu skalarnego, tzn.  

       20z0y0x 0zznyynxxn  . (3.53) 

Porównując równania (3.51) i (3.53) otrzymujemy:  

   ,,n . (3.54) 

Równanie (3.50) wynika z warunku prostopadłości wektora  zyx nnn ,,n  

do płaszczyzny  20zyx  , czyli zerowanie iloczynu skalarnego 

(3.53), ponieważ wektor   0000 zz,yy,xx rr   leży na danej płasz-

czyźnie, gdzie  zyx ,,r ,  0000 z,y,xr . 
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Rys.3.1. Wektor normalny do płaszczyzny i prostopadły do wektora leżącego na płaszczyźnie 

2) Wyznaczenie równania płaszczyzny przechodzącej przez trzy punkty.  

Załóżmy dalej, że dane są dwa nierównoległe zaburzone wektory 

022011 , pppppp  kk , na których jest rozpięta płaszczyzna. Jakie bę-

dzie równanie płaszczyzny w postaci (3.49)? 

Dowolny punkt płaszczyzny wyznaczonej przez wektory 1p  oraz 2p  może 

być zapisany w formie: 

 dowolnegdzie 221 IRb,a,ba  rrr , (3.55) 

oraz gdzie: 

 211101 IRt,t  gdzieprr , (3.56) 

 222202 IRt,t  gdzieprr . (3.57) 

Równania (3.54) i (3.55) możemy zapisać w uproszczeniu: 

 22122110 IRt,t,tt  gdziepprr . (3.58) 

Z kolei dla współrzędnych zapiszemy: 

 x22x110 ptptxx  , (3.59) 

 y22y110 ptptyy  , (3.60) 

 z22z110 ptptzz  . (3.61) 



 Algorytm przedziałowej perturbacyjnej metody promieniowej 65 

 

Po wstawieniu wartości parametrów 21 tt i  z równań (3.59) i (3.60) do rów-

nania (3.58) otrzymujemy: 

 

  
  
   ,0zzpppp

yypppp

xxpppp

20y1x2x1y2

0z2x1z1x2

0z1y2z2y1







 

 
     
      ,02012120122102112
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zppppyppppxpppp

zppppyppppxpppp

xyyxzxzxzyzy

yxxyzxzxzyzy
 (3.62) 

czyli  

     ,,, 121221121221 yxxyzxzxzyzy pppppppppppp    

     zppppyppppxpppp xyyxzxzxzyzy 12120122102112  . 
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Rys.3.2. Płaszczyzna wyznaczona przez trzy punkty (dwa wektory) 

3) Z kolei źródło dźwięku generowane jest w postaci perturbacyjnego pola 

wektorowego (płaskiego lub przestrzennego), czyli wiązki promieni. Kąt 

rozwarcia wiązki jest dowolny, a zatem możliwe jest uwzględnienie  

dowolnej charakterystyki kierunkowej źródła dźwięku. Pojedynczy promień 

opisany jest równaniem prostej, wzdłuż której rozchodzi się dźwięk. Do 

każdego z promieni przypisana jest część całkowitej energii źródła. Zasto-

sowany w programie filtr zapamiętuje tylko te wektory (promienie), których 

zwrot i kierunek jest zgodny z kierunkiem propagacji dźwięku. Promień re-

prezentuje kierunek rozumiany w sensie słabego uporządkowania, tzn. po-
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równywane są tylko części główne liczb przedziałowych perturbacyjnych, 

które leżą w analizowanej płaszczyźnie oraz należą do badanego obszaru.  

Wyznaczmy punkt przecięcia prostej o wektorze kierunkowym p  przez 

punkt  0000 z,y,xr  z płaszczyzną (3.49). Równanie prostej o kierunku  

p  przez punkt  0000 z,y,xr  ma postać: 

 20 IRt,t  gdzieprr . (3.63) 

Po rozpisaniu powyższego równania na poszczególne współrzędne 

otrzymamy następujące równania: 

 x0 ptxx  , (3.64) 

 y0 ptyy  , (3.65) 

 z0 ptzz  . (3.66) 

Wstawmy wielkości (3.64 – 3.66) do równania (3.49). Wówczas otrzyma-

my: 

        2z0y0x0 0ptzptyptx  , (3.67) 

    2zyx000 0ppptzyx  . (3.68) 

Stąd parametr punktu wspólnego prostej i płaszczyzny wynosi 

 
zyx

000*

ppp

zyx
t







 . (3.69) 

Czyli współrzędne punktu wspólnego  *** ,, zyx  wyrażone są wzorami 

 x
*

0
* ptxx  , (3.70) 

 y
*

0
* ptyy  , (3.71) 

 z
*

0
* ptzz  . (3.72) 
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Rys.3.3. Punkt przecięcia prostej (promienia) i płaszczyzny 

4) Następnie konieczne jest obliczenie odległości punktu  0000 z,y,xr  od 

płaszczyzny (3.49). Równanie prostej prostopadłej do płaszczyzny (3.49) 

przez punkt  0000 z,y,xr  ma postać: 

 20 IRt,t  gdzienrr , (3.73) 

we współrzędnych 

 x0 ntxx   (3.74) 

 y0 ntyy   (3.75) 

 z0 ntzz  . (3.76) 

Wstawmy wielkości (3.74 – 3.76) do równania (3.49). Otrzymamy: 

        2z0y0x0 0ntzntyntx  , (3.77) 

    2zyx000 0nnntzyx  . (3.78) 

Stąd parametr punktu wspólnego prostej i płaszczyzny wyznaczymy z po-

niższego równania: 

 
zyx

000*

nnn

zyx
t







 . (3.79) 
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Z kolei punkt wspólny  *** ,, zyx  wyrażony jest wzorami 

 x
*

0
* ntxx   (3.80) 

 y
*

0
* ntyy   (3.81) 

 z
*

0
* ntzz  . (3.82) 

Wyznaczmy odległość punktu  0000 z,y,xr  od płaszczyzny, czyli odle-

głość między punktami  0000 z,y,xr  oraz  **** z,y,xr  

 

           

     
222

0002
z

2
y

2
x
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2
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0
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nnn
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ntntntzzyyxxd



















 (3.83) 

ponieważ dla płaszczyzny   zyx nnn ,, . 
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Rys.3.4. Odległość punktu od płaszczyzny 

5) Zapiszmy teraz równanie prostej o kierunku p  przez punkt  0000 z,y,xr : 

 20 IRt,t  gdzieprr , (3.84) 

 

we współrzędnych 

 x0 ptxx  , (3.85) 
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 y0 ptyy  , (3.86) 

 z0 ptzz  . (3.87) 

6) Następnie zapiszmy równanie prostej przechodzącej przez dwa punkty. 

Jeżeli danymi punktami będą 1r  i 2r , to równanie prostej ma następującą 

postać: 

   2121 gdzie, IRtt  rrrr , (3.88) 

we współrzędnych 

  121 xxtxx  , (3.89) 

  121 yytyy  , (3.90) 

  121 zztzz  . (3.91) 

7) Wyznaczenie równania płaszczyzny  20zyx   przechodzącej 

przez trzy znane punkty   3,2,1,,, izyx iii .  

Niech  zyx ,,  będzie dowolnym punktem szukanej płaszczyzny. Wówczas 

muszą zachodzić jednocześnie następujące równania: 

  20zyx  , (3.92) 

  2111 0zyx  , (3.93) 

  2222 0zyx  , (3.94) 

  2333 0zyx  . (3.95) 

 Odejmując równanie (3.92) od pozostałych, otrzymujemy: 

        2111 0zzyyxx  , (3.96) 

        2222 0zzyyxx  , (3.97) 

        2333 0zzyyxx  . (3.98) 

Warunkiem istnienia rozwiązania takiego układu równań jest zerowanie 

się wyznacznika: 



70 A. Winkler-Skalna  

 2

333

222

111

0

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx






. (3.99) 

 Po rozwiązaniu równania (3.99) otrzymujemy następujący warunek: 

 

 
 
 
  .0xyzxyzxyzzyxzyxzyx

zyxxyxyxyyxyx

yzxxzxzxzzxzx

xyzyzyzzyzyzy

2213132321213132321

212113321332

312312312312

133221211332







 (3.100) 

Z równania (3.100) wyznaczamy współczynniki płaszczyzny  ,,, . 

8) Wyznaczenie jednostkowego wektora normalnego do płaszczyzny, skie-

rowanego do danego punktu. 

Mamy płaszczyznę daną równaniem (3.49) oraz wektor normalny do tej 

płaszczyzny   ,,n . Szukamy punktu przecięcia *r  płaszczyzny 

(3.49) przez wektor r . Równanie prostej o kierunku n  przez punkt 

 1111 z,y,xr  zapiszemy następująco: 

 21 IRt,t  gdzienrr , (3.101) 

we współrzędnych 

 x0 ntxx  , (3.102) 

 y0 ntyy  , (3.103) 

 z0 ntzz  . (3.104) 

Wstawmy wielkości (3.102 – 3.104) do równania (3.49). Otrzymamy: 

        2z1y1x1 0ntzntyntx  , (3.105) 

    2zyx111 0nnntzyx  . (3.106) 

Stąd parametr punktu wspólnego prostej i płaszczyzny wyznaczymy z po-

niższego równania: 

 
zyx nnn

zyx
t







 111* . (3.107) 
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Z kolei punkt wspólny  *** ,, zyx  wyrażony jest wzorami 

 x
*

1
* ntxx  , (3.108) 

 y
*

1
* ntyy  , (3.109) 

 z
*

1
* ntzz  . (3.110) 

Wektor normalny n  skierowany od *r  do 1r  ma współrzędne: 

      


 ,,
zyx

,,tn,n,n
222

111*
zyx 


 . (3.111) 

9) Wyznaczenie wektora odbitego.  

Wyznaczmy punkt przecięcia 1P  promienia padającego p  z płaszczyzną 

daną równaniem (3.49) o wektorze normalnym   ,,n . Zapiszmy 

równanie wektora normalnego do płaszczyzny przechodzącego przez 

punkt  1111 z,y,xP :  

 21 IRt,t  gdzienrr . (3.112) 

Z kolei równanie prostej o kierunku n  przez punkt  1111 z,y,xr  zapisze-

my równaniami (3.1013.104). 

Płaszczyzna odbicia wyznaczona jest przez wektor padający p , wektor 

normalny n  oraz punkt przecięcia 1P . Dowolny wektor w tej płaszczyźnie 

oznaczymy jako: 

  21 IR,t,t  gdziepnPr . (3.113) 

Rozłóżmy go na składowe n  i wektor z  normalny do n , leżący w płasz-

czyźnie odbicia. Jak będzie wyglądał wektor r  we współrzędnych  zn, ? 

Najpierw musimy określić wektor z , który w poprzednim układzie współ-

rzędnych  pn ,  zapiszemy następująco: 

 2npnp IRt,t,tt  gdzienpz . (3.114) 

Mnożymy skalarnie ten wynik przez n , skąd otrzymujemy: 

 2,gdzie,,,, IRtttt npnp  nnnpnz . (3.115) 
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Ponieważ 0, nz , 1, nn , mamy: 

 2npnp IRt,t,0t,t  gdzienp . (3.116) 

Przyjmijmy następnie dowolne nt , np. 1tn  . Wówczas np,/1t p  . 

Stąd 

 znanesą,gdzie, npnp tttt npz  . (3.117) 

Normalizujemy wektor z , tak aby 1z . W nowym układzie (ortonormal-

nym) w płaszczyźnie odbicia wektor padający p  ma postać: 

  2,gdzie, IR nzp . (3.118) 

Wyznaczymy  , . Mnożymy skalarnie równanie (3.118) przez z , otrzy-

mujemy: 

  2,gdzie,,,, IR znzzzp , (3.119) 

skąd zp,  i podobnie mnożąc to samo równanie przez wektor n  za-

piszemy: 

  2,gdzie,,,, IR nnnznp , (3.120) 

czyli np, . 

Ostatecznie otrzymamy wektor odbity p , który będzie równy: 

 nzp   , (3.121) 

ponieważ składowa styczna do płaszczyzny odbicia nie zmienia kierunku, 

a część normalna (prostopadła) zmienia kierunek na przeciwny. 

10) Zliczanie energii akustycznej w danym punkcie. 

Po wyznaczeniu ścieżek wszystkich promieni wczytywane są z pliku tek-

stowego współrzędne czujników pomiarowych. Następnie dla zadanego 

otoczenia każdego sensora (w przestrzeni przyjęto obszar kulisty o pro-

mieniu R ) zliczana jest liczba promieni przechodząca przez to otoczenie 

oraz sumowana jest energia akustyczna. 

W celu zliczenia ilości energii akustycznej w danym punkcie pomieszcze-

nia konieczne jest zbadanie, które promienie przecinają otoczenie tego 
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punktu. Musimy sprawdzić, czy odcinek promienia zawarty między punk-

tami pP r  i kK r  przecina kulę o środku w punkcie sS r  i promieniu 

d . Opis algorytmu: 

 Przez punkty P  i K  prowadzimy prostą p . Niech wektor jednostkowy 

pk

pk

rr

rr
w




 . 

 Przeprowadzimy płaszczyznę przez znane punkty P , K  i S . Parame-

try tej płaszczyzny oznaczymy jako  ,,, . Znany jest zatem wektor 

normalny   ,,n  do tej płaszczyzny. 

 Znajdujemy iloczyn wektorowy 
wn

wn
v




 . 

 Wyznaczamy trzeci punkt płaszczyzny przez punkty  P  i K  oraz wek-

tor n , np. punkt   nrrr  2/:RS kpsr . 

 Następnie przeprowadzamy płaszczyznę przez punkty P , K  i RS . 

Parametry tej płaszczyzny oznaczamy jako dcba ,,, . 

 Znajdujemy punkt przecięcia prostej vr ts   z płaszczyzną dcba ,,, , 

czyli otrzymujemy szukany punkt sPSS r . 

 Sprawdzamy, czy rzutowany środek kuli PSS   leży pomiędzy punk-

tami P  i K , tzn. sprawdzamy odległość między S  i S   dla wszystkich 

współrzędnych. 

p

p

P

K

w

d

S

S 

n

v

 

Rys.3.5. Schemat oznaczeń 
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11) Algorytm sprawdzania czy dany punkt należy do półpłaszczyzny o niere-

gularnych kształtach.   

Mamy daną płaszczyznę  ,,,  oraz jej wektor jednostkowy n . Załóż-

my, że punkt wW r  należy do badanej półpłaszczyzny oraz znany jest 

odcinek krawędzi danej półpłaszczyzny przechodzący przez punkty 1P r  

i 2K r . Chcemy określić, czy punkt sS r  należy do półpłaszczyzny. 

Opis algorytmu:  

Przez punkty 1P r  i 2K r  prowadzimy prostą p , o wektorze kierunko-

wym w . Niech wektor jednostkowy 
12

12

rr

rr
w




 . Równanie prostej ma po-

stać wrr t1  . Ponieważ znany jest wektor normalny   ,,n  płasz-

czyzny, więc znajdujemy iloczyn wektorowy 
wn

wn
v




 . Wektor v  jest 

normalny do prostej p  i leży w płaszczyźnie  ,,, . Znajdujemy punkt 

wpPWW r , przecięcia prostej vr w  z prostą wrr t1  .   

Należy rozwiązać równanie wektorowe wrvr *
1

*
w t .  

 

Sposób I:  

Rozwiązanie daje szukany punkt wpPWW r . Zapiszmy ostatnie rów-

nanie w postaci skalarnej:  

 x1xw wtxvx  , (3.122) 

 y1yw wtyvy  , (3.123) 

 z1zw wtzvz  . (3.124) 

Powyższy układ trzech równań ma tylko dwie niewiadome, ponieważ roz-

wiązywany jest problem na płaszczyźnie.  

Wystarczy rozwiązać dowolne dwa równania, wykorzystajmy te, które są 

najlepiej uwarunkowane. Załóżmy, że będą to równania (3.122) i (3.123). 

 1wxx xxvwt  , (3.125) 
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 1wyy yyvwt  . (3.126) 

Stosujemy metodę eliminacji dla obliczenia  : 

   y1wyxyx wxxwvwwt  , (3.127) 

   x1wxyxy wyywvwwt  , (3.128) 

skąd otrzymujemy 

     x1wy1wyxxy wyywxxwvwv  , (3.129) 

stąd * : 

 
   

 2yxxy
yxxy

x1wy1w* 0wvwv,
wvwv

wyywxx





 . (3.130) 

Jeżeli wykorzystamy równania (3.122) i (3.124), to w równaniu (3.130) 

trzeba zmienić "" y  na ""z . 

 
   

 2zxxz
zxxz

x1wz1w* 0wvwv,
wvwv

wzzwxx





 . (3.131) 

Jeżeli wykorzystamy równania (3.123) i (3.124), to w równaniu (3.131) 

trzeba zmienić ""x  na "" y . 

 
   

 2zyyz
zyyz

y1wz1w* 0wvwv,
wvwv

wzzwxy





 . (3.132) 

 

Sposób II 

Aby rozwiązać równanie wektorowe wrvr *
1

*
w t  względem *  po-

mnóżmy je skalarnie przez wektor ortogonalny do w , np. przez v  (jed-

nostkowy). Otrzymamy wówczas  

vwvrvvvr ,t,,, *
1

*
w  , 

vrvr ,, 1
*

w  , 

vrrvrvr ,,, w1w1
*   

Ta metoda jest niezależna od uwarunkowania numerycznego, o którym 

mowa w metodzie I. 
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Potrzebny do dalszych rozważań punkt wpPWW r , znajdujemy z rów-

nania vrr * wwp . 

Zdefiniujemy teraz wektory:  WW ,  normalny do prostej, w płaszczyźnie 

 ,,, ,  SW , w płaszczyźnie  ,,, . 

Punkt S  leży w naszej półpłaszczyźnie, jeżeli wektory  WW ,  i  SW ,  

tworzą kąt 2/ , tzn.     20S,W,W,W  .  

 

Sposób III (zastosowany w programie) 

Aby rozwiązać równanie wektorowe wrvr *
1

*
w t  

względem *t , pomnóżmy je skalarnie przez wektor ortogonalny do v , np. 

przez wektor w  (jednostkowy), otrzymamy 

wwwrwvwr ,t,,, *
1

*
w  , 

*
1w t,,  wrwr , 

wrrwrwr ,,,t 1ww1
*   

Ta metoda jest niezależna od uwarunkowania numerycznego, o którym 

mowa powyżej w metodzie I.  

Potrzebny do dalszych rozważań punkt wpPWW r , znajdujemy z rów-

nania wrr *
1 twp  . 

Zauważmy, że metoda III nie wymaga obliczania iloczynu wektorowego 

i wektora v . 

Zdefiniujemy teraz wektory:  WW ,  normalny do prostej, w płaszczyźnie 

 ,,, ,  SW ,  w płaszczyźnie  ,,, . 

Potrzebne do dalszych rozważań wektory zapiszemy:   wpwWW rr , , 

  wpsSW rr , . 

Punkt S  leży w naszej półpłaszczyźnie, jeżeli wektory  WW ,  i  SW ,  

tworzą kąt 2/ , tzn.     20S,W,W,W  .  

12) W celu podzielenia energii akustycznej punktowego źródła dźwięku na po-

szczególne promienie rozchodzące się przestrzennie musimy przyjąć sfe-

ryczny układ współrzędnych oraz wprowadzić poniższe ograniczenia:  
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Oznaczenia przyjęto zgodnie z rysunkiem 3.6. 
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Rys.3.6. Sferyczny układ współrzędnych 

Fragment pola powierzchni sferycznej zawartej pomiędzy kątami 

 ddo  i  ddo  oraz dla stałego promienia r  wynosi 

    ddsinrdS 2 . (3.133) 

Załóżmy, że n ty element powierzchni nS  na sferze określony jest prze-

działami sferycznymi  21 ,  oraz  21 , . Wówczas pole powierzchni ta-

kiego elementu wynosi 

 

 

   

          .coscosrcosr

dsinr

ddsinrdSdSS

2112
2

12
2

12
2

2

S

n

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
n







































  

 (3.134) 

Zauważmy, że jeżeli obszar obejmuje cały zakres zmienności sfery, tj. 

oo 1800   , oo 3600  , to otrzymujemy 2r4S  , czyli pole po-

wierzchni sfery. Załóżmy równomierny podział sfery na n  fragmentów  

w kierunku równoleżnikowym  n  oraz m  fragmentów w kierunku połu-

dnikowym   n . Oznaczmy kolejne punkty w kierunku równoleżnikowym 

jako 
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n,...,3,2,1k,

n

1k2
1k21

nn

2
1k

nk 



 . (3.135) 

 Analogiczny podział wzdłuż południka (dla const ) daje punkty 

       
m,...,3,2,1k,

n2

1l2
1l21

n2n
1l

n2l 



 . (3.136) 

 Elementarny fragment powierzchni m,...,3,2,1l,n,...,3,2,1k,Skl   na sfe-

rze, wyznaczony przez taki podział, ma pole powierzchni równe klS , 

mianowicie 

 

 

   

           .coscos
n

r2
coscosr

cosr

ddsinrdSdSS

1ll

2

1ll1kk
2

1kk
2

2

S

kl

1l

l

1l

l

1k
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 (3.137) 

Biorąc pod uwagę wzory (3.135), (3.136) i (3.137) można łatwo sprawdzić, 

że  

 

    
   

.r4
n2

1l2
cos

n2

1l2
cosn

n

r2

coscosS

2n

1l

2

n

1k

n

1l 1ll

n

1k

n

1l kl



















 







 







  



   

 (3.138) 

 Złóżmy więc, że źródło jest jednorodne i kuliste. W takim przypadku prze-

pływ energii przez elementarną powierzchnię klS  na sferze o promieniu 

r  wynosi 

 kl2
0

kl S
r4

E
E 


  . (3.139) 

 Niech moc źródła dźwięku wynosi 0E . Załóżmy, że jest to źródło punkto-

we, które promieniuje falą akustyczną we wszystkich kierunkach do nie-

ograniczonego, jednorodnego ośrodka. Natężenie dźwięku określone jako 

strumień energii przepływający przez jednostkę powierzchni sfery o pro-

mieniu R , prostopadłą do kierunku fali wynosi 

 
2

0

R4

E
)r(I


 . (3.140) 
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Ze względu na niezwykle rozległą dynamikę percepcji sygnałów akustycz-

nych odbieranych przez aparat słuchowy człowieka, do zapisu wielkości 

wrażeń słuchowych stosuje się skalę logarytmiczną opisaną zależnością 

  dB









0
)R(I I

)R(I
log10L , (3.141) 

gdzie 0I  jest wartością odniesienia wynoszącą 21210  Wm , natomiast 

)(RIL  jest określany jako poziom natężenia akustycznego. Stąd otrzymu-

jemy następujące równania: 

 
12

10

L

10

L

0
0

10

L

0

)R(I
)R(I)R(I)R(I

1010I)R(I,
I

)R(I
10,

I

)R(I
log

10

L 









 . (3.142) 

Ze wzoru (3.142) wynika, że jeśli znany jest poziom natężenia akustycz-

nego, to można obliczyć moc hipotetycznego źródła punktowego. Jeżeli 

założymy, że znany jest poziom natężenia akustycznego  RI  w odległo-

ści R  od źródła punktowego, to przepływ energii przez elementarną po-

wierzchnię klS  na sferze o promieniu r  wynosi 

 m,...,3,2,1l,n,...,3,2,1k,10S
r

R
E

12
10

L

kl2

2

kl

)R(I




 . (3.143) 

W zastosowanej w pracy metodzie promieniowej, pojedynczemu promie-

niowi akustycznemu emitowanemu z powierzchni klS  przyporządkujemy 

energię określoną wzorem (3.143). 

13) Ilość odbić danego promienia może być ustalona z góry (np. możemy za-

łożyć, że rozpatrujemy 20 odbić) lub może ona być powiązana ze stratami 

energii przy kolejnych odbiciach. W drugim przypadku promień będzie od-

bijany do momentu, kiedy jego energia będzie równa zero. 

3.3. PRZYKŁAD NUMERYCZNY 

Jako przykład zastosowania powyższego algorytmu stworzony zastał model pro-

stopadłościennego wnętrza o wymiarach 10  5  5 m. W pomieszczeniu, w punkcie 

 0,0,0  umieszczone zostało kierunkowe źródło dźwięku, które generuje wiązkę promie-

ni dźwiękowych zawartą między kątami  oo , 7545  oraz  oo , 6030 . W pokoju znaj-
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dują się trzy ekrany akustyczne oraz element przestrzenny, przez który nie przenika 

dźwięk. Na rysunkach 3.7. oraz 3.8. przedstawiono model pomieszczenia oraz wiązkę 

dźwiękową generowaną przez źródło (do pierwszego odbicia), z kolei na rysunku 3.9. 

pokazano ścieżkę dwóch przykładowych promieni. Kolejne rysunki, 3.10. oraz 3.11. 

przedstawiają kolejno przestrzenny rozkład pola akustycznego (SPL) i poziom ciśnienia 

dźwięku w poszczególnych punktach siatki na wysokości 1 m od podłogi. Wszystkie te 

wykresy prezentują rzeczywiste wielkości obliczone za pomocą autorskiego programu.  

 

Rys.3.7. Model pomieszczenia 

 

Rys.3.8. Dźwięk bezpośredni generowany przez kierunkowe źródło dźwięku 

 

Rys.3.9. Ścieżka dwóch przykładowych promieni dźwiękowych 
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Rys.3.10. Przestrzenna mapa rozkładu pola akustycznego 

 

Rys.3.11. Poziom ciśnienia dźwięku na wysokości 1 m 

Jednak głównym celem niniejszej pracy było stworzenie programu, który pozwoli 

na ocenę wpływu zaburzeń różnych parametrów na propagację dźwięku w pomiesz-

czeniach. Opracowany program wykorzystuje specjalne procedury pozwalające na  

wykonywanie obliczeń w nowym systemie algebraicznym. Możliwe jest prześledzenie 

wpływu perturbacji na przykład na ilość energii akustycznej niesionej przez poszczegól-

ne promienie czy na rozkład pola akustycznego w zadanych punktach pomieszczenia.  

W pierwszym etapie przyjęto losowe zaburzenie współczynnika pochłaniania dźwięku 

na wszystkich powierzchniach z zakresu od 0% do 10% wartości nominalnej. Poniżej 
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przedstawiono przyjęte wielkości współczynników oraz wygenerowane przez program 

wartości zaburzeń.  

 

nr powierzchni wartość współ-

czynnika pochła-

niania dźwięku 

 

wartość perturbacji 

1 2.000000E-01 4.495587E-07 

2 3.000000E-01 2.550974E-03 

3 3.000000E-01 1.804058E-02 

4 3.000000E-01 2.674834E-02 

5 3.000000E-01 2.903867E-02 

6 3.000000E-01 5.690693E-03 

7 3.000000E-01 1.544928E-02 

8 3.000000E-01 1.194025E-02 

9 3.000000E-01 7.887186E-03 

10 3.000000E-01 2.230537E-02 

11 3.000000E-01 2.686433E-03 

12 3.000000E-01 1.681170E-02 

13 2.000000E-01 1.164459E-02 

14 3.000000E-01 2.428700E-02 

15 6.000000E-01 3.551513E-02 

16 6.000000E-01 3.070275E-02 

 

Na rysunku 3.14. przedstawiono spadek mocy akustycznej niesionej przez przy-

kładowy promień podczas kolejnych odbić, z uwzględnieniem perturbacji. W tabeli 3.1. 

zestawione zostały wartości poziomu ciśnienia akustycznego dla parametrów  

rzeczywistych, części głównej przedziałowej wartości perturbacyjnej oraz wielkość per-

turbacji w zadanych punktach pomiarowych. Z zaprezentowanych wyników widać, że 

wartości uzyskane z obliczeń na liczbach rzeczywistych pokrywają się z częściami 

głównymi zaburzonych wielkości. 

Na rysunku 3.12. pokazano powierzchnię reprezentującą poziom ciśnienia 

dźwięku w badanych punktach przed wprowadzeniem perturbacji. W analizowanym 

przykładzie maksymalna wartość zaburzenia poziomu ciśnienia akustycznego wynosi 3 
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dB. Różnice poziomu ciśnienia akustycznego przed i po wprowadzeniu perturbacji po-

kazano na rysunku 3.13. 

 

Tabela 3.1. Wartości poziomu ciśnienia akustycznego (SPL) dla parametrów rzeczywistych, części 

głównej przedziałowej wartości perturbacyjnej oraz wartość perturbacji 

nr punktu x [m] y [m] z [m] 

SPL bez 
zaburzeń 

[dB] 

SPL – 
wartość 
główna 

SPL – 
wartość 

perturbacji

1 1.0 1.0 1.0 116.6077 116.60770 0.15783
2 2.0 1.0 1.0 104.4357 104.43570 0.22511
3 3.0 1.0 1.0 90.70548 90.70548 1.99427
4 4.0 1.0 1.0 94.86128 94.86129 1.90817
5 5.0 1.0 1.0 94.52271 94.52271 1.77761
6 6.0 1.0 1.0 95.45537 95.45537 1.54894
7 7.0 1.0 1.0 92.47237 92.47237 1.64920
8 8.0 1.0 1.0 90.18667 90.18668 2.37980
9 9.0 1.0 1.0 0.00000 0.00000 0.00000

10 1.0 2.0 1.0 102.8869 102.88690 0.54378
11 2.0 2.0 1.0 108.9913 108.99130 0.03239
12 3.0 2.0 1.0 107.352 107.35200 0.17494
13 4.0 2.0 1.0 86.42824 86.42824 2.61618
14 5.0 2.0 1.0 0.00000 0.00000 0.00000
15 6.0 2.0 1.0 95.00221 95.00221 1.80276
16 7.0 2.0 1.0 94.01876 94.01875 1.83171
17 8.0 2.0 1.0 93.7834 93.78341 1.89161
18 9.0 2.0 1.0 0.00000 0.00000 0.00000
19 1.0 3.0 1.0 96.75534 96.75534 1.11298
20 2.0 3.0 1.0 88.77602 88.77602 1.70158
21 3.0 3.0 1.0 98.95966 98.95966 0.23529
22 4.0 3.0 1.0 82.40085 82.40085 2.80695
23 5.0 3.0 1.0 85.41115 85.41115 1.87420
24 6.0 3.0 1.0 87.33 87.33001 2.06318
25 7.0 3.0 1.0 96.60793 96.60793 1.60883
26 8.0 3.0 1.0 90.90496 90.90496 1.43609
27 9.0 3.0 1.0 0.00000 0.00000 0.00000
28 1.0 4.0 1.0 0.00000 0.00000 0.00000
29 2.0 4.0 1.0 91.9036 91.90360 2.18726
30 3.0 4.0 1.0 89.0501 89.05010 1.98412
31 4.0 4.0 1.0 92.92232 92.92233 1.94611
32 5.0 4.0 1.0 89.97781 89.97781 2.38805
33 6.0 4.0 1.0 82.79003 82.79003 3.00835
34 7.0 4.0 1.0 95.46429 95.46429 1.02125
35 8.0 4.0 1.0 84.33905 84.33905 2.83464
36 9.0 4.0 1.0 88.56239 88.56239 2.21545
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Rys.3.12. Poziom ciśnienia dźwięku bez zaburzeń 
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Rys.3.13. Porównanie poziomu ciśnienia dźwięku w badanych punktach przed wprowadze-

niem perturbacji oraz po ich uwzględnieniu 
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Rys.3.14. Spadek mocy akustycznej niesionej przez przykładowy promień wraz z kolejnymi od-

biciami 



 

 



4. WYNIKI POMIARÓW AKUSTYCZNYCH 

Jak wszystkie metody modelowe, również metoda śledzenia promienia prowadzi 

do przyjęcia pewnych uproszczeń. To z kolei powoduje niedokładność wyników uzyski-

wanych z badań teoretycznych. W celu sprawdzenia proponowanej metody, przepro-

wadzono pomiary w  komorze pogłosowej laboratorium akustycznego na Wydziale Bu-

downictwa Politechniki Śląskiej. Pomiary zostały przeprowadzone w dwóch wariantach: 

I) pusta komora; 

II) komora z pochłaniaczem na jednej ze ścian.  

Schematy poszczególnych wariantów rozmieszczenia ekranów dźwiękochłon-

nych oraz punktów pomiarowych pokazano na rysunkach 4.4.  4.5. Rysunek 4.1. 

przedstawia przestrzenny model komory pogłosowej, z kolei rzut i przekrój komory po-

głosowej przedstawiają rysunki 4.2. oraz 4.3. 

 

 

Rys.4.1. Przestrzenny model komory pogłosowej 
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Rys.4.2. Rzut komory pogłosowej Wydziału Budownictwa Politechniki Śląskiej 
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Rys.4.3. Przekrój komory pogłosowej Wydziału Budownictwa Politechniki Śląskiej 

 

Rys.4.4. Źródło dźwięku i punkty pomiarowe – wariant I 



90 A. Winkler-Skalna  

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

16 17 18 19 20

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

26 27 28 29 30

31 32 33 34 35

źródło 
dźwięku

520

338

152

80

98

70 100 100 100 100

punkty pomiarowe

ekran 
dźwiękochłonny

 

Rys.4.5. Źródło dźwięku i punkty pomiarowe – wariant II 
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mikrofon na 
wysokości h2=210  

Rys.4.6. Charakterystyka źródła dźwięku – punkty pomiarowe 
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Badania przeprowadzone zostały przy użyciu układu pomiarowego składającego 

się z części nadawczej i części odbiorczej. 

Część nadawcza: 

 kolumna głośnikowa o kulistej charakterystyce promieniowania, 

 generator szumu różowego i białego wraz ze wzmacniaczem produkcji 

Svantek. 

Część odbiorcza: 

 mikrofon typ SV 02/C4, nr 614 firmy Svantek, 

 przedwzmacniacz mikrofonowy SV 01A, nr 1433 firmy Svantek, 

 analizator akustyczny typ SVAN 912AE, nr 2475 firmy Svantek,  

 kalibrator akustyczny typ SV 30, nr 2524 firmy Svantek, 

 komputer PC z oprogramowaniem SvanPC Version 2.7.06.  

Źródło dźwięku znajdowało się na wysokości 1,3 m od podłogi pomieszczenia, 

natomiast punkty pomiarowe na wysokości 1,2 m. Wysokość ekranów dźwiękochłon-

nych wynosiła 1,5 m. 

Zmierzony poziom ciśnienia akustycznego w poszczególnych punktach komory 

przedstawiono w tabeli 4.2., a także w postaci wykresów słupkowych, map rozkładu 

pola akustycznego oraz rozkładu pola akustycznego w postaci powierzchni na rysun-

kach 4.7.  4.12. 

W celu uzyskania charakterystyki źródła dźwięku wykonano pomiary w ośmiu 

punktach rozmieszczonych na sferze w odległości 1,0 m od centralnego punktu kolum-

ny głośnikowej, zgodnie z rysunkiem 4.6. 

Wartość poziomu dźwięku w punkcie nr 7 (źródło) obliczono, na podstawie za-

mieszczonych w tabeli 4.1. wyników pomiarów, korzystając z następujących wzorów: 

  dB



n

1i

L1,0
n

i10
n

1
log10L , (4.1) 

gdzie: 

nL    średni poziom ciśnienia akustycznego [dB], 

n    ilość pomiarów, 

iL    poziom ciśnienia akustycznego w kolejnych punktach pomiarowych [dB]. 

Wartość średniego poziomu ciśnienia akustycznego wyznaczona z pomiarów 

wynosi: 
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  dB91,114Ln  . 

Ponieważ różnica między wynikami poszczególnych pomiarów a średnim pozio-

mem ciśnienia akustycznego jest mniejsza niż 5 dB, źródło możena potraktować jako 

kuliste. W związku z tym poziom mocy akustycznej źródła dźwięku NL  wyznaczono 

z zależności: 

      22
nN r4S,Slog10LL mdB  , (4.2) 

skąd otrzymano: 

  dB90,125LN  .  

Z kolei moc źródła dźwięku aN  zgodnie z wzorem: 

    WdB 12
0

0

a
N 10N,

N

N
log10L 








 , (4.3) 

wyniosła: 

  W89,3Na  . 

 

Tabela 4.1. Charakterystyka źródła – wyniki pomiarów 

nr punktu po-

miarowego 

pomiar 1 

[dB] 

pomiar 2 

[dB] 

I 115.0 115.1

II 113.8 114.0

III 113.5 115.0

IV 114.8 115.3

V 115.2 113.8

VI 114.3 114.2

VII 116.6 114.9

VIII 115.3 114.2

 

Odchylenie standardowe dla uzyskanych wyników pomiarów: 

 dla pustej komory  dB4,3 ; 

 dla komory z pochłaniaczem  dB8,2 . 
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Tabela 4.2. Poziom ciśnienia akustycznego w poszczególnych punktach komory 

nr punktu 

pomiarowego 

pusta komora ekran na ścianie 

pomiar 1 

[dB] 

pomiar 2 

[dB] 

pomiar 1 

[dB] 

pomiar 2 

[dB] 

1 120.3 120.2 112.0 113.2 

2 120.6 120.9 112.9 112.3 

3 119.2 119.7 112.3 111.4 

4 119.3 120.1 111.2 111.1 

5 121.1 121.6 112.1 113.3 

6 114.7 115.1 111.2 111.4 

źródło 7 125.9 125.9 125.9 125.9 

8 114.9 114.8 111.4 111.1 

9 115.0 115.4 111.6 110.8 

10 114.6 113.1 109.9 111.4 

11 112.7 112.4 109.1 108.7 

12 113.6 114.3 112.3 111.2 

13 113.4 113.6 110.8 109.7 

14 113.6 114.7 110.3 111.0 

15 113.0 114.0 109.4 108.9 

16 113.4 112.8 108.7 109.8 

17 112.9 112.9 109.6 108.5 

18 113.3 112.7 109.8 109.4 

19 112.1 113.5 109.9 109.6 

20 111.5 112.3 108.6 108.7 

21 111.3 112.7 108.6 108.4 

22 113.6 114.0 110.3 109.7 

23 111.9 112.8 110.5 109.3 

24 113.3 113.8 109.3 110.4 

25 112.3 112.0 109.1 108.9 

26 113.2 113.9 110.6 110.6 

27 114.5 114.1 110.8 110.9 

28 112.8 113.3 109.1 109.9 

29 113.3 113.5 110.0 109.6 

30 113.2 113.6 110.0 109.2 

31 112.4 112.8 108.9 109.1 

32 118.5 117.7 109.1 110.1 

33 118.1 118.1 109.5 108.7 

34 118.8 118.0 108.6 110.2 

35 119.7 119.4 110.9 110.6 
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Rys.4.7. Poziom ciśnienia akustycznego w poszczególnych punktach komory pogłosowej – wa-

riant I 
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Rys.4.8. Poziom ciśnienia akustycznego w poszczególnych punktach komory pogłosowej – wa-

riant II 



 Wyniki pomiarów akustycznych 95 

 

  

Rys.4.9. Mapa rozkładu pola akustycznego w komorze pogłosowej – wariant I 

 

Rys.4.10. Rozkład pola akustycznego – powierzchnia 3D – wariant I 
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Rys.4.11. Mapa rozkładu pola akustycznego w komorze pogłosowej – wariant II 

 

Rys.4.12. Rozkład pola akustycznego – powierzchnia 3D – wariant II 
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Tabela 4.3. Dane geometryczne powierzchni komory pogłosowej 

nr  

powierzchni 

współrzędne punktów powierzchni [m] współrzędne punktu wewnątrz  

pomieszczenia [m] 

x y z nx ny nz 

ŚCIANY 

1 0.00 8.08 0.00 1.70 5.95 1.30

0.00 0.63 0.00

0.00 0.63 4.13

0.00 1.68 4.20

0.00 1.68 4.10

0.00 3.28 4.20

0.00 3.28 4.10

0.00 4.88 4.20

0.00 4.88 4.10

0.00 6.48 4.20

0.00 6.48 4.10

0.00 8.08 4.20

2 0.00 0.63 0.00 1.70 5.95 1.30

3.35 0.00 0.00

3.35 0.00 4.09

0.00 0.63 4.13

3 3.35 0.00 0.00 1.70 5.95 1.30

4.85 0.00 0.00

4.85 0.00 4.09

3.35 0.00 4.09

4 4.85 0.00 0.00 1.70 5.95 1.30

4.85 2.23 0.00

4.85 2.23 4.13

4.85 1.68 4.10

4.85 1.68 4.20

4.85 0.00 4.09

5 4.85 2.23 0.00 1.70 5.95 1.30

5.63 2.23 0.00

5.63 2.23 4.13

4.85 2.23 4.13
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6 5.63 2.23 0.00 1.70 5.95 1.30 

5.20 8.08 0.00

5.20 8.08 4.20

5.31 6.48 4.10

5.31 6.48 4.20

5.43 4.88 4.10

5.43 4.88 4.20

5.55 3.28 4.10

5.55 3.28 4.20

5.63 2.23 4.13

7 5.20 8.08 0.00 1.70 5.95 1.30 

0.00 8.08 0.00

0.00 8.08 4.20

5.20 8.08 4.20

PODŁOGA 

8 0.00 0.63 0.00 1.70 5.95 1.30 

3.35 0.00 0.00

4.85 0.00 0.00

4.85 2.23 0.00

5.63 2.23 0.00

5.20 8.08 0.00

0.00 8.08 0.00

SUFIT 

9 0.00 8.08 4.20 1.70 5.95 1.30 

0.00 6.48 4.10

5.31 6.48 4.10

5.20 8.08 4.20

10 0.00 6.48 4.20 2.00 0.00 3.00 

0.00 6.48 4.10

5.31 6.48 4.10

5.31 6.48 4.20

11 0.00 6.48 4.20 1.70 5.95 1.30 

0.00 4.88 4.10

5.43 4.88 4.10

5.31 6.48 4.20

12 0.00 4.88 4.20 2.00 0.00 3.00 

0.00 4.88 4.10

5.43 4.88 4.10

5.43 4.88 4.20

13 0.00 4.88 4.20 1.70 5.95 1.30 

0.00 3.28 4.10

5.55 3.28 4.10

5.43 4.88 4.20
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14 0.00 3.28 4.20 2.00 0.00 3.00

0.00 3.28 4.10

5.55 3.28 4.10

5.55 3.28 4.20

15 0.00 3.28 4.20 1.70 5.95 1.30

0.00 1.68 4.10

4.85 1.68 4.10

4.85 2.23 4.13

5.63 2.23 4.13

5.55 3.28 4.20

16 0.00 1.68 4.20 2.00 0.00 3.00

0.00 1.68 4.10

4.85 1.68 4.20

4.85 1.68 4.10

17 0.00 1.68 4.20 1.70 5.95 1.30

0.00 0.63 4.13

3.35 0.00 4.09

4.85 0.00 4.09

4.85 1.68 4.20

EKRAN NA ŚCIANIE 

18 0.05 2.13 0.00 1.70 5.95 1.30

0.05 6.13 0.00

0.05 6.13 1.50

0.05 2.13 1.50

19 0.05 2.13 0.00 0.00 3.30 0.00

0.05 6.13 0.00

0.05 6.13 1.50

0.05 2.13 1.50
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Tabela 4.4. Współrzędne punktów pomiarowych 

nr punktu x [m] y [m] z [m] 

1 0.70 7.58 1.20

2 1.70 

3 2.70 

4 3.70 

5 4.70 

6 0.70 6.58 

7 1.70 

8 2.70 

9 3.70 

10 4.70 

11 0.70 5.58 

12 1.70 

13 2.70 

14 3.70 

15 4.70 

16 0.70 4.58 

17 1.70 

18 2.70 

19 3.70 

20 4.70 

21 0.70 3.58 

22 1.70 

23 2.70 

24 3.70 

25 4.70 

26 0.70 2.58 

27 1.70 

28 2.70 

29 3.70 

30 4.70 

31 0.70 1.58 

32 1.70 

33 2.70 

34 3.70 

35 4.70 

 



5. PORÓWNANIE WYNIKÓW NUMERYCZNYCH Z WYNIKAMI POMIARÓW 

Na poniższych wykresach oraz w tabelach zestawiono wyniki pomiarów oraz 

wyniki uzyskane z obliczeń numerycznych przy zastosowaniu trójwymiarowej 

przedziałowej perturbacyjnej metody promieniowej. W podrozdziale 5.1. zamieszczono 

wyniki dla parametrów rzeczywistych (bez zaburzeń) i porównano je z wynikami 

pomiarów. Pozwoliło to na zweryfikowanie poprawności zastosowanego algorytmu 

metody promieniowej. Następnie, w podrozdziale 5.2. pokazano wpływ zaburzeń 

różnych parametrów na wartość poziomu ciśnienia akustycznego w poszczególnych 

punktach pomieszczenia.  

5.1. PORÓWNANIE WYNIKÓW NUMERYCZNYCH BEZ ZABURZEŃ Z WYNIKAMI POMIARÓW 

Geometria badanej komory pogłosowej została zamodelowana zgodnie z danymi 

zamieszczonymi w rozdziale 4. (tabela 4.3.). Współrzędne punktów pomiarowych 

podane zostały w tabeli 4.4. Średni współczynnik pochłaniania wszystkich ścian 

komory, sufitu oraz podłogi przyjęto równy 0,07 (dla betonu, wg [28]). Natomiast średni 

współczynnik pochłaniania elementu pochłaniającego 0,81 [28].  
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Rys.5.1. Spadek mocy trzech przykładowych promieni po kolejnych odbiciach – wariant I 
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Obliczenia wykonano dla 10000 promieni, 9 odbić oraz dla promienia sfery wokół 

punktu pomiarowego równego 0,3 m. Rysunki 5.2.  5.3. przedstawiają graficzne 

odwzorowania wyników obliczeń numerycznych dla wariantu I (pusta komora) bez 

zaburzeń parametrów. Na wykresie 5.4. i 5.5. oraz w tabeli 5.1. porównano wyniki 

pomiarów oraz wyniki otrzymane z obliczeń komputerowych w obu wariantach. Z kolei 

rysunek 5.1. przedstawia spadek mocy akustycznej na drodze trzech przykładowych 

promieni.  

 

 

Rys.5.1. Przestrzenny rozkład poziomu ciśnienia akustycznego w komorze – wariant I bez 

zaburzeń 

 

Rys.5.2. Poziom ciśnienia akustycznego na wysokości 1 m od podłogi komory – wariant I bez 

zaburzeń 
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Rys.5.3. Porównanie wyników pomiarów poziomu ciśnienia akustycznego z wynikami obliczeń 

numerycznych – wariant I bez zaburzeń 
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Rys.5.4. Porównanie wyników pomiarów poziomu ciśnienia akustycznego z wynikami obliczeń 

numerycznych – wariant II bez zaburzeń 

Wyniki, które otrzymano dla rzeczywistych parametrów są w znacznym stopniu 

zbliżone do wyników pomiarów. Szczególnie, jeśli weźmiemy pod uwagę błąd pomiaru 

uzyskany z obliczeń odchylenia standardowego (dla pustej komory  dB4,3 , dla 

komory z pochłaniaczem  dB8,2 ). 
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Tabela 5.1. Zestawienie wyników  pomiarów z wynikami obliczeń numerycznych dla wariantu I i II 

 wyniki pomiarów wyniki obliczeń  

 pusta  komora pusta  komora 

punkt komora z ekranem komora z ekranem 

1 120.3 112.0 118.0120 118.3017

2 120.6 112.9 122.7192 122.7202

3 119.2 112.3 120.8584 120.8615

4 119.3 111.2 116.4425 116.4515

5 121.1 112.1 109.4644 109.4644

6 114.7 111.2 113.8162 115.2045

7 źd 125.9 125.9 128.7646 128.7669

8 114.9 111.4 117.7975 117.8096

9 115.0 111.6 115.0983 115.1088

10 114.6 109.9 107.1493 107.1493

11 112.7 109.1 112.5160 117.2857

12 113.6 112.3 121.7238 121.7404

13 113.4 110.8 119.4829 119.5058

14 113.6 110.3 115.3828 115.4065

15 113.0 109.4 105.2549 105.2549

16 113.4 108.7 113.4827 115.8812

17 112.9 109.6 118.0739 118.1692

18 113.3 109.8 117.6571 117.7463

19 112.1 109.9 117.3899 117.4407

20 111.5 108.6 109.1029 109.1201

21 111.3 108.6 115.0653 115.6744

22 113.6 110.3 116.5977 116.8008

23 111.9 110.5 116.6571 116.7213

24 113.3 109.3 114.9559 115.1891

25 112.3 109.1 114.5296 114.6708

26 113.2 110.6 114.5016 115.0010

27 114.5 110.8 114.0646 114.4300

28 112.8 109.1 113.3386 113.6087

29 113.3 110.0 114.2327 114.3814

30 113.2 110.0 114.1025 114.3755

31 112.4 108.9 114.5192 114.8016

32 118.5 109.1 114.4334 114.6253

33 118.1 109.5 112.0076 112.1925

34 118.8 108.6 113.0248 113.5558

35 119.7 110.9 112.8154 113.2876

 

5.2. PRZYKŁADY WPŁYWU ZABURZEŃ NA POZIOM CIŚNIENIA AKUSTYCZNEGO 

Prześledzono następnie wpływ wprowadzenia przedziałowych perturbacyjnych 

parametrów na poziom ciśnienia dźwięku w badanej komorze. W pierwszej kolejności 

przyjęto perturbację współczynnika pochłaniania dźwięku losowo w zakresie od 0% do 

10%. Następnie założono zaburzenie tego samego parametru w wielkości równej 30% 
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wartości nominalnej. Wyniki dla obu wariantów pokazano odpowiednio w tabelach 5.2. 

oraz 5.3. i na rysunkach 5.6. oraz 5.7. Z wykonanych obliczeń wynika, że perturbacje 

współczynnika pochłaniania dźwięku w przypadku, gdy mamy pomieszczenie o bardzo 

małej chłonności akustycznej, nie mają znaczącego wpływu na wartość poziomu 

dźwięku. 

 

Tabela 5.2. Zestawienie wyników pomiarów z wynikami obliczeń dla wariantu I i II – losowe zaburzenie 

współczynnika pochłaniania dźwięku 0% – 10%   

 wyniki pomiarów 
wyniki obliczeń 3D, 10000 promieni, promień obszaru 
zliczania 0,3 m 

 pusta ekran pusta komora ekran ściana 

punkt komora ściana min śr max min śr max 

1 120.3 112.0 120,87 120,96 121,06 118.19 118.30 118.40 

2 120.6 112.9 124,21 124,29 124,37 122.66 122.72 122.77 

3 119.2 112.3 122,01 122,10 122,18 120.80 120.87 120.93 

4 119.3 111.2 118,40 118,50 118,60 116.39 116.45 116.52 

5 121.1 112.1 113,01 113,17 113,33 109.35 109.46 109.58 

6 114.7 111.2 118,17 118,27 118,37 114.91 115.20 115.50 

7 źd 125.9 125.9 131,72 131,75 131,78 128.75 128.77 128.79 

8 114.9 111.4 120,08 120,16 120,25 117.71 117.81 117.91 

9 115.0 111.6 117,02 117,12 117,21 115.00 115.11 115.21 

10 114.6 109.9 108,73 108,87 109,02 106.97 107.15 107.33 

11 112.7 109.1 116,76 116,86 116,96 116.60 117.29 117.97 

12 113.6 112.3 122,30 122,37 122,44 121.70 121.74 121.79 

13 113.4 110.8 119,81 119,88 119,96 119.42 119.51 119.59 

14 113.6 110.3 116,42 116,53 116,64 115.27 115.41 115.55 

15 113.0 109.4 108,64 108,77 108,91 105.13 105.25 105.38 

16 113.4 108.7 115,21 115,31 115,41 115.07 115.89 116.69 

17 112.9 109.6 117,77 117,84 117,91 118.02 118.17 118.32 

18 113.3 109.8 117,38 117,47 117,56 117.58 117.75 117.91 

19 112.1 109.9 117,06 117,15 117,25 117.30 117.44 117.58 

20 111.5 108.6 110,97 111,10 111,24 109.01 109.12 109.23 

21 111.3 108.6 115,02 115,13 115,23 115.12 115.67 116.22 

22 113.6 110.3 116,27 116,36 116,45 116.53 116.80 117.07 

23 111.9 110.5 115,71 115,81 115,91 116.58 116.72 116.87 

24 113.3 109.3 115,08 115,20 115,32 114.56 115.91 115.27 

25 112.3 109.1 113,30 113,40 113,50 114.44 114.67 114.90 

26 113.2 110.6 113,74 113,85 113,96 114.46 115.00 115.55 

27 114.5 110.8 113,69 113,78 113,87 114.01 114.43 114.84 

28 112.8 109.1 113,24 113,33 113,42 113.27 113.61 113.94 

29 113.3 110.0 113,15 113,27 113,39 114.11 114.38 114.65 

30 113.2 110.0 112,95 113,07 113,19 114.01 114.36 114.74 

31 112.4 108.9 113,05 113,13 113,21 114.46 114.80 115.14 

32 118.5 109.1 111,59 111,65 111,71 114.39 114.63 114.86 

33 118.1 109.5 109,94 110,01 110,09 111.96 112.19 112.42 

34 118.8 108.6 112,16 112,27 112,38 112.97 113.56 114.14 

35 119.7 110.9 111,58 111,70 111,81 112.73 113.9 113.84 
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Tabela 5.3. Zestawienie wyników pomiarów z wynikami obliczeń dla wariantu I i II – zaburzenie 

współczynnika pochłaniania dźwięku równe 30% wartości nominalnej 

 wyniki pomiarów 
wyniki obliczeń 3D, 10000 promieni, promień obszaru 
zliczania 0,3 m 

 pusta ekran pusta komora ekran ściana 

punkt komora ściana min śr max min śr max 

1 120.3 112.0 117.62 118.01 118.41 117.77 118.30 118.87 

2 120.6 112.9 122.42 122.72 123.02 122.42 122.72 123.03 

3 119.2 112.3 120.48 120.86 121.24 120.47 120.86 121.25 

4 119.3 111.2 115.97 116.44 116.91 115.95 116.45 116.95 

5 121.1 112.1 108.55 109.46 110.38 108.55 109.46 110.38 

6 114.7 111.2 112.96 113.82 114.67 113.89 115.20 116.52 

7 źd 125.9 125.9 128.62 128.76 128.91 128.61 128.77 128.92 

8 114.9 111.4 117.18 117.80 118.41 117.15 117.81 118.47 

9 115.0 111.6 114.33 115.10 115.87 114.31 115.11 115.91 

10 114.6 109.9 105.75 107.15 108.55 105.75 107.15 108.55 

11 112.7 109.1 111.63 112.52 113.40 115.00 117.29 119.57 

12 113.6 112.3 121.44 121.72 122.01 121.40 121.74 122.08 

13 113.4 110.8 119.07 119.48 119.90 119.02 119.51 119.99 

14 113.6 110.3 114.57 115.38 116.20 114.52 115.41 116.29 

15 113.0 109.4 104.04 105.25 106.47 104.04 105.25 106.47 

16 113.4 108.7 112.68 113.48 114.29 113.12 115.88 118.64 

17 112.9 109.6 117.63 118.07 118.52 117.45 118.17 118.89 

18 113.3 109.8 117.16 117.66 118.15 116.99 117.75 118.50 

19 112.1 109.9 116.82 117.39 117.96 116.71 117.44 118.17 

20 111.5 108.6 108.39 109.10 109.82 108.35 109.12 109.89 

21 111.3 108.6 114.41 115.07 115.72 113.65 115.67 117.70 

22 113.6 110.3 116.06 116.60 117.14 115.68 116.80 117.93 

23 111.9 110.5 116.09 116.66 117.23 115.96 116.72 117.48 

24 113.3 109.3 114.30 114.96 115.61 113.87 115.19 116.51 

25 112.3 109.1 113.95 114.53 115.11 113.66 114.67 115.68 

26 113.2 110.6 113.88 114.50 115.12 112.99 115.00 117.00 

27 114.5 110.8 113.53 114.06 114.60 112.88 114.43 115.98 

28 112.8 109.1 112.77 113.34 113.90 112.29 113.61 114.93 

29 113.3 110.0 113.48 114.23 114.98 113.21 114.38 115.56 

30 113.2 110.0 113.45 114.10 114.76 112.95 114.38 115.80 

31 112.4 108.9 113.94 114.52 115.10 113.43 114.80 116.17 

32 118.5 109.1 113.97 114.43 114.90 113.61 114.63 115.64 

33 118.1 109.5 111.59 112.01 112.43 111.24 112.19 113.15 

34 118.8 108.6 112.40 113.02 113.65 111.48 113.56 115.63 

35 119.7 110.9 112.18 112.82 113.45 111.34 113.29 115.23 
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Rys.5.5. Porównanie wyników pomiarów poziomu ciśnienia akustycznego z wynikami obliczeń 

numerycznych – wariant I – zaburzenie równe 30% wartości nominalnej 

współczynnika pochłaniania dźwięku 
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Rys.5.6. Porównanie wyników pomiarów poziomu ciśnienia akustycznego z wynikami obliczeń 

numerycznych – wariant II – zaburzenie równe 30% wartości nominalnej 

współczynnika pochłaniania dźwięku 

 

 



 



6. PROGRAMOWANIE ZAGADNIEŃ AKUSTYCZNYCH DLA DUŻEJ ILOŚCI PARAME-

TRÓW NIEPEWNYCH 

Numeryczne modelowanie oraz analiza propagacji fali dźwiękowej w zamkniętym 

pomieszczeniu często wymaga „zapamiętywania” dużej ilości danych. Jest to szczegól-

nie widoczne przy tworzeniu modeli większych, skomplikowanych wnętrz. Konieczne 

jest zatem wykorzystywanie przez odpowiednie programy znacznej ilości pamięci ope-

racyjnej. Kolejnym problemem jest także czas potrzebny do wykonania obliczeń. Zada-

nie skomplikuje się jeszcze bardziej, jeśli zaistnieje konieczność rozpatrzenia większej 

ilości parametrów niepewnych. Stąd też ciągłe poszukiwania oraz tworzenie nowych 

algorytmów, pozwalających na zapamiętanie przez program jak największej ilości da-

nych przy minimalnym wykorzystaniu pamięci. 

W programie komputerowym stworzonym dla potrzeb niniejszej pracy, wykorzy-

stana została technika, która pozwoli na zapamiętanie tylko istotnych dla danego  

parametru zaburzeń. Na przykład współczynnik pochłaniania dźwięku zależeć może od 

częstotliwości, kąta padania promienia dźwiękowego, faktury powierzchni, kształtu po-

wierzchni, itp. Z kolei na prędkość propagacji fali wpływać będzie temperatura, wilgot-

ność powietrza czy częstotliwość. Natomiast końcowy wynik rozpatrywanego zadania 

zależeć będzie od wszystkich możliwych zaburzeń mających wpływ na poszczególne 

jego parametry. 

W celu uwzględnienia tak dużej ilości perturbacji wykorzystane zostały liczby 

przedziałowe nperturbacyjne oraz algebra przedziałowa nperturbacyjna, opisana 

w załączniku 2. Poniżej, (podrozdział 6.1.) sformułowano nowe funkcje przedziałowe 

n-perturbacyjne. 

6.1. FUNKCJE PRZEDZIAŁOWE NPERTURBACYJNE 

Niech nIRD   będzie dowolnym podzbiorem. Powiemy, że mamy określoną 

funkcję nεf , jeżeli każdej liczbie Dz   przyporządkujemy dokładnie jeden element ze 

zbioru nIR . Wówczas możemy powiedzieć, że nεf jest rozszerzeniem funkcji określonej 

na podzbiorze D  z wartościami zawierającymi się w nIR . Funkcję przedziałową 

n-peturbacyjną zapiszemy następująco: nnε IRDf :  lub  zfw nε , lub prościej 

 zfεw nε , jeśli notacja nie budzi zastrzeżeń. 
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Niech          zh...zgzvzuzf n21n   , przy czym        .i,...,.,.,. hgvu  

oznaczają funkcje o wartościach rzeczywistych zmiennej przedziałowej nperturbacyjnej 

nn2211 z...zzzz     lub inaczej n  zmiennych rzeczywistych n21 z,...,z,z,z


, co 

możemy zapisać  

         
   
   .z...zzzh...z...zzzg

z...zzzvz...zzzu

zh...zgzvzuzf

nn2211nnn22112

nn22111nn2211

n21n












  

W związku z powyższym        .i,...,.,.,. hgvu  będą oznaczane jak zwykłe funkcje rze-

czywiste, bez indeksu  . Funkcje        .i,...,.,.,. hgvu  nazwiemy odpowiednio częścią 

główną, pierwszą perturbacją, drugą perturbacją i n tą perturbacją funkcji  .nεf . 

Można udowodnić, że jeżeli funkcja  zfnε  jest ciągła w punkcie 

nn020210100 z...zzzz    , to funkcje 

 nn2211 z...zzzu   ,      nn22111 z...zzzv   , 

 nn22112 z...zzzg       i      nn2211n z...zzzh    

są ciągłe w punkcie nn020210100 z...zzzz     i odwrotnie. 

Jeżeli funkcja przedziałowa nperturbacyjna  .nεf  ma własność: 

        zf0,...,0,0,zfzfj n , dla każdego 0,...,00zz n21     (6.1) 

to powiemy, że  .nεf  jest rozszerzeniem funkcji rzeczywistej  .f . 

Ponieważ      n
1

n IRR:j,IR0,...,0,0,zzj  
, to własność (6.1) można zapi-

sać jeszcze w innej postaci 

       Rzzjfzf  , , (6.2) 

czyli funkcja perturbacyjna  .fnε  jest rozszerzeniem funkcji rzeczywistej  .f , jeżeli jest 

przemienna z operatorem zanurzenia  .j . 

Zobaczmy zatem w jaki sposób można uogólnić przykładowe funkcje rzeczywi-

ste. Przedstawione zostaną rozszerzenia takich funkcji jak: potęgowanie i pierwiastko-

wanie, funkcja eksponent   Rx,xexp  , logarytm naturalny   0x,Rx,xlog   oraz 

funkcje trygonometryczne             Rxxarcctg,xarctg,xctg,xtg,xcos,xsin  . Poniżej 
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pokazano rozwinięcia funkcji rzeczywistych, kiedy parametr x  zostanie zastąpiony licz-

bą przedziałową nperturbacyjną nn2211 z...zzzz    , gdzie  nIRz  . 

6.1.1. POTĘGOWANIE 

Zapiszmy 

 nn2211
22 zz2...zz2zz2zzzz    , (6.3) 

pamiętając, że: 0...000z n21
2    jeśli 0z  . Otrzymamy zatem: 

 
  

,zz3...zz3zz3z

zz2...zz2zz2zz...zzzzzz
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22
2
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23
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23











 (6.4) 
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 (6.5) 

lub, co można łatwo sprawdzić 

        
...3,2,1k,zzk...zzkzzkz
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 (6.6) 

6.1.2. PIERWIASTKOWANIE 

Czy istnieje liczba przedziałowa nperturbacyjna nn2211 z...zzzz    , 

taka że p...cbaz n21
2   ? Zauważmy, że  

 
,p...cba

zz2...zz2zz2zz

n21

nn2211
22





 

 (6.7) 

wtedy i tylko wtedy, gdy 2za
 (czyli 0a  ), 1zz2b  , 2zz2c   oraz nzz2p  , co za-

chodzi dla  

 
.0a,

az2

p
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az2
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z,

az2

b
z,az

,
az2

p
z,...,

az2

c
z,

az2

b
z,az
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lub

 (6.8) 

Dalej będzie używana następująca notacja: 
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  (6.9) 

dla oznaczenia pierwiastka algebraicznego z liczby przedziałowej nperturbacyjnej 

p...cbaz n21   , p,...,c,b,0a   dowolne. 

UWAGA. Zauważmy, że dla istnienia niezerowego pierwiastka algebraicznego 

z liczby przedziałowej nperturbacyjnej wystarcza, że 0mv_z  , ( mvz _ część główna 

liczby przedziałowej nperturbacyjnej). 

Zauważmy dalej, że operacja pierwiastkowania jest łączna, tzn.  

 .2,1i,p...cbaz,zzzz ini2i1ii2121    (6.10) 

Dowód jest bardzo prosty, załóżmy, że 0zi   dla 2,1i  . Otrzymamy 
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 (6.11) 

Z drugiej strony 
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 (6.12) 

co kończy dowód. 

Czy istnieje liczba przedziałowa nperturbacyjna nn2211 z...zzzz    , 

taka że ?1k,p...cbaz n21
k    Zauważmy, że 
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wtedy i tylko wtedy, gdy kza
 , 1

1 zzkb k  
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Dalej będzie używana notacja 
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 (1.16) 

dla oznaczenia k go pierwiastka algebraicznego z liczby perturbacyjnej 

nn2211 z...zzzz    , przy odpowiednich założeniach dotyczących pcba ,...,,, . 

6.1.3. FUNKCJA WYKŁADNICZA 

Przeanalizujmy rozszerzenie funkcji wykładniczej   Rxxexp , . Jest to jedna 

z prostszych funkcji obok potęgowania i pierwiastkowania. Jak będziemy rozumieli 

funkcję )z(expn , jeżeli  nnn2211 IRz...zzzz   ?  

Przypomnijmy zatem rozwinięcie funkcji   Rxxexp ,  w klasyczny szereg 

 Rx,
!k

x
...

!3

x

!2

x

!1

x
1exp(x)

0k

k32

 




, (6.17) 

który jest zbieżny dla każdego Rx . Wykorzystując równanie (6.17) zdefiniujmy nową 

funkcję  zexpn , dla  nnn2211 IRz...zzzz    jako 

 .IRz,
!k

z
...

!3

z

!2

z

!1

z
1:)z(exp n

0k

k32

n   




 (6.18) 

Korzystając z równań (6.3) i (6.18) możemy zapisać 
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 (6.19) 

Zauważmy, że szereg w równaniu (6.19) jest zbieżny dla każdego nIRz  . 

Ponadto otrzymamy:        xexp0,...,0,0,xexpxexpj n , co dowodzi, że nowa 

funkcja  .nexp  jest rozszerzeniem rzeczywistej funkcji  xexp . 

6.1.4. LOGARYTM 

Niech p...cbaz n21    będzie dowolną liczbą przedziałową 

n-perturbacyjną słabo większą od  0,...,0,0,0 . Liczbę przedziałową nperturbacyjną 

nn2211 z...zzzz     spełniającą równanie 

   p...cbazexp n21   , (6.20) 

nazwiemy logarytmem naturalnym liczby przedziałowej nperturbacyjnej 

pcba n  ...21  i oznaczymy 

  p...cbaln:z n21n   . (6.21) 

Z równania (6.20) wynika, że musi zachodzić 

 p...cba)z(expz...)z(expz)z(expz)z(exp n21nn2211   
, (6.22) 
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czyli   azexp  ,   bzexpz1  ,   czexpz2  ,…,   pzexpzn  . Stąd wynika, że  alnz  , 

 
a

b
zexp

b
z1 

 
,  
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,…,  

a

p
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p
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. Zauważmy, że może 

zachodzić 0b  , 0c  ,…, 0p  . Z powyższego wynika, że 
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  . (6.23) 

6.1.5. FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE 

 
SINUS 

Podobnie zobaczmy, jak będzie wyglądać funkcja  zsinn . Przypomnijmy w tym 

celu rozwinięcie w szereg funkcji sinus: 
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. (6.24) 

Dla liczb przedziałowych nperturbacyjnych zapiszemy: 
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. (6.25) 

Obliczając dalej otrzymamy 
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 (6.26) 
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COSINUS 

Podobnie wygląda sytuacja z funkcją )(zcosn . Oczywiście ponieważ 

   Rx,
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. (6.27) 

Otrzymamy zatem  
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. (6.28) 

Obliczając dalej podobnie jak dla funkcji sinus otrzymamy 
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 (6.29) 

TG I CTG 

Analogicznie wygląda sytuacja z funkcją  ztg n . Oczywiście ponieważ 
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(6.30) 

Zapiszemy zatem  
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Obliczając dalej podobnie jak dla funkcji tangens otrzymamy 
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ARCTG I ARCCTG 

Niech    n21n ...ztg  . Oznaczmy przez  

  221n ...arctg   

funkcję odwrotną do  .tg n . Dalej zapiszemy  

  ....arctg 221n  :z  (6.33) 

Zauważmy, patrz (6.31), że musi zachodzić:   xtg
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Ostatnia równość wynika z własności funkcji trygonometrycznych. Napiszemy zatem 
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Podobnie będzie dla funkcji  .ctg n . Niech    221n ...zctg  . Oznaczmy 

przez   221n ...arcctg   funkcję odwrotną do  .ctg n . Oznaczymy  

  ....arcctg 221n  :z  (6.39) 

Zauważmy, patrz (6.32), że musi zachodzić:   xctg
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Napiszemy zatem 
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6.1.6. ZALEŻNOŚCI MIĘDZY FUNKCJAMI TRYGONOMETRYCZNYMI 

Zauważmy, że 
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stąd wynika tożsamość zwana potocznie „jedynką trygonometryczną”: 
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n
2

n    (6.47) 

Ponadto zachodzą znane równości 
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a także wzory dla funkcji trygonometrycznych kąta podwojonego 
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Ponieważ 
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więc z porównania (6.48) i (6.49) otrzymujemy 

 .IRz),z(cos)z(sin)z(sin nnnn   22  (6.52) 

Bez dowodu pozostawiono pozostałe tożsamości trygonometryczne przedsta-

wione w tabeli 6.2. 
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Tabela 6.1. Zestawienie wzorów dla elementarnych przedziałowych nperturbacyjnych funkcji trygo-

nometrycznych 
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Tabela 6.2. Zestawienie wzorów dla εtożsamości trygonometrycznych 
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6.1.7. ROZSZERZENIE FUNKCJI 

Ogólnie niech funkcja  xf  posiada rozwinięcie w szereg Taylora w punkcie  

x , takie że 
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skąd wynika, że jej rozszerzenie możemy zdefiniować w następujący sposób 
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pod warunkiem, że pochodna  zf
  istnieje w punkcie z


. Wzór (6.54) będzie w dal-

szych rozważaniach pomocny do szybkiego wyznaczania perturbacyjnych wartości 

funkcji o argumentach perturbacyjnych. Zauważmy, że rozszerzenie zbioru argumentów 

funkcji rzeczywistej na zbiór liczb perturbacyjnych powoduje, że funkcja ta przyjmuje 

wartości ze zbioru liczb perturbacyjnych, czyli uzyskujemy rozszerzenie  nnn IRIRf :  

takie, że 

        zf0,...,0,0,zfzfj 2 , (6.55) 
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czyli nowa funkcja  .nf jest rzeczywiście rozszerzeniem funkcji rzeczywistej  xf .  

Dalej będziemy również używać notacji 

  Rz,z,z,)z(fext:)zzz(f 21zx2211n 


   

   Rz,...,z,z,z,)z(fext:)z...zzz(f n21zznn2211n
n





 . (6.56) 

6.2. PRZYKŁAD 

6.2.1. CZAS POGŁOSU WG SABINE’A Z NIEPEWNYMI PARAMETRAMI 

W prezentowanym przykładzie wyznaczono czas pogłosu ze wzoru Sabine’a,  

w którym wszystkie parametry są zaburzone przez różne czynniki. Przy czym każdy  

z parametrów jest zależny tylko od części z czynników mogących mieć wpływ na wynik 

końcowy zadania. Założono dalej, że czynników może być 100. Wzór Sabine’a będzie 

miał następującą postać:  

 



 

 nnnnn,Sab
nnnn

n
n,Sab R~,S,V,T,~SVm4

V161,0
T 


 . (6.57) 

Przyjęto dalej, że: 

nV    kubatura pomieszczenia  może zależeć od błędów pomiarowych, nie-

równości powierzchni, 

nm   współczynnik pochłaniania powietrza  może zależeć od częstotliwości, 

prędkości propagacji fali dźwiękowej, temperatury, ciśnienia, wilgotności, 

nS    całkowita powierzchnia pomieszczenia  może zależeć od błędów po-

miarowych, nierówności powierzchni, 

n
~   średni współczynnik pochłaniania dźwięku  może zależeć od częstotli-

wości dźwięku, kąta padania fali dźwiękowej, faktury powierzchni danej 

ściany, błędów w wyznaczeniu wartości współczynnika pochłaniania dla 

danego materiału. 

W rozpatrywanym zadaniu jest więc dziesięć czynników (ze 100 możliwych) mo-

gących mieć wpływ na końcowe rozwiązanie. Można je więc ponumerować: 

1 – błędy pomiarowe, 

2 – temperatura powietrza, 

3 – wilgotność powietrza, 

4 – ciśnienie, 
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5 – prędkość propagacji fali dźwiękowej, 

6 – częstotliwość dźwięku, 

7 – kąt padania fali dźwiękowej, 

8 – faktura powierzchni, 

9 – niepewność pomiaru lub wyznaczenia współczynnika pochłaniania dźwięku, 

10 – nierówność powierzchni. 

Numery czynników mogą być dowolne. W przykładzie wykorzystano 10 pierw-

szych dla bardziej czytelnego zapisu. Zakłada się więc, że pozostałe 90  perturbacji jest 

zerowych. Korzystając z przyjętej numeracji można zapisać zaburzone wartości po-

szczególnych parametrów w następującej formie: 

 

  10010987654322110n 0...00000000VVVV  , 

  10010987766554433210n 0...000mmmmm00mm  , 

 

  10010987654322110n 0...00000000SSSS  ,  

  10010109988765433210n 0...~~~0000~00~~  . 

 

Poniżej przedstawiono dane oraz wyniki obliczeń numerycznych dla danego zadania. 

 

3,01,0VV 210n    

5,03,05,07,09,0mm 765430n    

2,05,0SS 210n    

6,07,04,03,0~~
109830n     
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7. PRZYKŁADY 

W literaturze światowej znaleźć można wiele opracowań dotyczących badań nad 

jakością akustyczną pomieszczeń. Dotyczą one zarówno badań teoretycznych, jak 

i doświadczalnych. Niestety zazwyczaj wyniki uzyskiwane z modeli teoretycznych od-

biegają od wyników pomiarów. Główną przyczyną rozbieżności są oczywiście uprosz-

czenia przyjmowane w metodach teoretycznych. Jednak mogą być one spowodowane 

także na przykład przez niedokładność przyjmowanych do obliczeń parametrów.  

W akustyce pomieszczeń dużą rolę odgrywa współczynnik pochłaniania dźwięku 

poszczególnych powierzchni. Najczęściej jest on wyznaczany doświadczalnie w wyide-

alizowanych warunkach laboratoryjnych. Jednak w realnych pomieszczeniach jego war-

tość często jest inna. Dużą rozbieżność wyników uzyskuje się także obliczając czas 

pogłosu różnymi metodami statystycznymi (Sabine’a, Eyring’a, Fitzroy’a, Kuttruff’a, 

ArauPuchades). Przykładowe zestawienia wyników obliczeń uzyskanych z różnych 

teorii dla Lecture Theatre w Curtin University of Technology, sala nr 412 przedstawia 

tabela 7.1. oraz rysunek 7.1.  Z cytowanych wyników można wywnioskować, że obli-

czania teoretyczne znacznie odbiegają od rzeczywistego czasu pogłosu zmierzonego  

w badanym pomieszczeniu. 

 

Tabela 7.1. Czas pogłosu w Lecture Theatre w Curtin University of Technology, sala nr 412 obliczony 

różnymi metodami statystycznymi oraz uzyskany z pomiarów wykonanych w dwóch punktach po-

mieszczenia [100] 

metoda częstotliwość [Hz] 

125 250 500 1000 2000 4000 

Sabine 1.42 0.90 0.68 0.78 0.72 0.68

Eyring 1.34 0.82 0.60 0.71 0.64 0.60

ArauPuchades 1.63 1.00 0.66 0.80 0.69 0.64

FitzroySabine 2.07 1.34 0.83 1.01 0.83 0.79

FitzroyEyring 1.99 1.26 0.75 0.94 0.75 0.71

Punkt 1  pomiar 1.77 1.54 1.52 1.62 1.67 1.70

Punkt 2  pomiar 2.04 1.54 1.53 1.62 1.67 1.70
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Rys.7.1. Czas pogłosu w Lecture Theatre w Curtin University of Technology, sala nr 412 obli-

czony różnymi metodami statystycznymi oraz uzyskany z pomiarów wykonanych  

w dwóch punktach pomieszczenia [100] 

Poza współczynnikiem pochłaniania dźwięku wpływ na wyniki obliczeń mogą 

mieć także: niedokładność pomiarów pomieszczenia, niejednorodność powierzchni, itp. 

Różnice występują także w wynikach pomiarów wykonywanych przez różne zespoły 

badawcze. Przykładem może być tutaj Boston Symphony Hall (patrz tabela 7.2.). 

Tabela 7.2. Wyniki pomiarów czasu pogłosu w Boston Symphony Hall [123] 

wykonawcy pomiaru rok  

pomiaru 

125  

[Hz] 

250  

[Hz] 

500  

[Hz] 

1000 

[Hz] 

2000 

[Hz] 

4000 

[Hz] 

Hidaka/Beranek 1992 1.80 1.90 1.80 1.80 1.70 1.40

Griesinger/Kirkegaard 1993 2.10 1.80 1.90 1.90 1.60 1.20

Beranek 1997 1.95 1.90 1.90 1.95 1.59 1.43

 

W niniejszym rozdziale przedstawiono kilka przykładów, w których wykorzystana 

została przedziałowa perturbacyjna metoda śledzenia promienia. Uzyskane wyniki po-

równano z danymi z literatury dla Aula Magna na Uniwersytecie Perugia oraz Lecture 

Theatre w Curtin University of Technology. 
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7.1. AULA MAGNA NA UNIWERSYTECIE PERUGIA 

Franco Cotana [7] przeprowadził zarówno pomiary jak i obliczenia czasu pogłosu 

oraz poziomu dźwięku w Aula Magna na Uniwersytecie Perugia. Na poniższych rysun-

kach (7.2.  7.4.) przedstawione zostały zdjęcia auli, rzut i przekrój oraz jej model prze-

strzenny. Z kolei w załączniku 3. w tabeli Z3.1. zestawiono dane geometryczne po-

wierzchni ścian, sufitu oraz podłogi wraz z ich współczynnikami pochłaniania dźwięku. 

Korzystając z tych danych obliczono czas pogłosu oraz poziom ciśnienia dźwięku wg 

wzorów Sabine’a, a także wyznaczono poziom ciśnienia dźwięku przy zastosowaniu 

dwuwymiarowej oraz trójwymiarowej metody promieniowej. Wszystkie obliczenia wyko-

nano stosując algebrę przedziałową perturbacyjną w autorskim programie napisanym  

w języku Fortran. 

 

 

Rys.7.2. Aula Magna na Uniwersytecie Perugia [21] 
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Rys.7.3. Aula Magna na Uniwersytecie Perugia – rzut oraz przekrój [7] 

 

Rys.7.4. Aula Magna na Uniwersytecie Perugia – model 3D 

Pozostałe dane dotyczące Aula Magna przyjęte do obliczeń są następujące: 

 objętość auli: 3m12000V  ; 

 całkowita powierzchnia: 2m3400S  ; 

 średni współczynnik pochłaniania dźwięku dla 250 Hz: 43,0 ; 

 średni współczynnik pochłaniania dźwięku dla 4000 Hz: 46,0 ; 

 współczynnik pochłaniania powietrza dla 250 Hz: Np/m3107,2m  ; 

 współczynnik pochłaniania powietrza dla 4000 Hz: Np/m3104,12m  ; 
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 temperatura w pomieszczeniu: 18oC  22 oC; 

 ciśnienie: kPa3,101P0  ; 

 wilgotność względna: 45%  55%. 

Średnia wartość czasu pogłosu uzyskana z pomiarów wykonanych przez Franco 

Cotana wynosi: s3,1T  .  

Aby uwzględnić teraz niepewności współczynnika pochłaniania dźwięku w po-

szczególnych wzorach teoretycznych pozwalających wyznaczyć czas pogłosu, opisa-

nych w podrozdziale 2.1., zastosowano algebrę przedziałową 2perturbacyjną. Wzór  

Sabine’a (z uwzględnieniem pochłaniania przez powietrze) będzie miał wówczas nastę-

pującą postać: 
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Wykonując obliczenia odwrotności zgodnie z wzorem Z1.22, otrzymano: 
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gdzie: 
Sab

Sab SmV4
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  jest tzw. częścią główną równania, czyli wzorem Sabine’a bez 

zaburzeń, natomiast 
 

2,1i,
SmV4

VS161,0
T 2

Sab

i,Sab
i,Sab 






  są pierwszą i drugą przedziałową 

perturbacją czasu pogłosu. 

Możliwe jest oczywiście uwzględnienie zaburzenia wszystkich parametrów rów-

nania. Zastosowano w tym celu algebrę przedziałową z pojedynczą perturbacją. Ponie-

waż wyprowadzenie wzorów jest wówczas skomplikowane, wykorzystano procedury 

pozwalające wykonywać obliczenia numeryczne na liczbach przedziałowych perturba-

cyjnych.  

W poniższym przykładzie wszystkie parametry zostały zaburzone w przedziale od 1% 

do 5%. Wyniki przedstawia wykres na rys. 7.5. 
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Rys.7.5. Czas pogłosu w Aula Magna obliczony wg wzoru Sabine’a z zaburzeniem parame-

trów od 1% do 5% 

Następnie wprowadzono podobną perturbację we wzorze Eyring’a Norris’a. 

Otrzymano wówczas następującą jego postać: 

    2,Sab
2,N&E 1lnSmV4

V161,0
T


 . (7.3) 

Zgodnie z wzorem (2.34) logarytm naturalny z liczby przedziałowej 

2-perturbacyjnej zapiszemy: 
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Podstawiając następnie wzór (7.4) do (7.3) otrzymano: 
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 (7.5) 

gdzie  Sab
N&E 1lnSmV4

V161,0
T





  jest tzw. częścią główną równania, czyli wzorem  

Eyring’a Norris’a bez zaburzeń, natomiast 
    

2,1i,
1lnSmV41

S
T 2

SabSab

i,Sab
i,N&E 







  

jego kolejnymi perturbacjami. 
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Analogicznie można wprowadzić perturbacje we wzorze na poziom ciśnienia 

dźwięku. Poniżej podano przykład rozwiązany dla stałej pomieszczenia wg Sabine’a. 
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4
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Q
log10LSPL


, 








1

SVm4
RS  (7.6) 

Niepewność wszystkich parametrów równania wynosi 10%. Poniżej (rys. 7.6. 

i 7.7.) przedstawiono wyniki obliczeń SPL w kolejnych punktach pomiarowych w Aula 

Magna wzdłuż linii a i b. 
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Rys.7.6. Aula Magna – SPL wzdłuż linii a – zaburzenie 10% 
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Rys.7.7. Aula Magna – SPL wzdłuż linii b – zaburzenie 10% 
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W oparciu o dane uzyskane z cytowanej pracy, stworzono także model Aula Ma-

gna w autorskim programie, przy zastosowaniu którego wyznaczono poziomy dźwięku 

w kolejnych punktach przedziałową perturbacyjną metodą promieniową. 

Na poniższych wykresach (rys. 7.8.  7.11.) zestawiono wyniki poziomu dźwięku 

uzyskane z pomiarów, obliczone metodami statystycznymi [7] oraz obliczone przy za-

stosowaniu dwuwymiarowej metody promieniowej przedziałowej. Do wykonania obli-

czeń wykorzystano program napisany w języku Fortran. Przyjęto następujące założenia: 

 wprowadzono zaburzenia rzędu 10% współczynnika pochłaniania dźwięku 

oraz mocy sygnału 

 pozostałe wartości (wymiary pomieszczenia, rozkład punktów pomiaro-

wych) przyjęto zgodnie z danymi zamieszczonymi w cytowanej pracy. 

Wartość zaburzenia (10% wartości nominalnej) została przyjęta na podstawie 

danych z literatury, por. [123] oraz podrozdział 1.1. niniejszej pracy. 

Wykonano obliczenia w rzucie auli oraz w przekroju podłużnym, następnie 

uśredniono uzyskane wartości SPL w poszczególnych punktach. Dokładne zestawienie 

wyników przedstawia tabela 7.3. Moc źródła dźwięku wynosiła 0,25 W, skąd obliczony 

poziom mocy źródła wyniósł 113,98 dB. 

Tabela 7.3. Aula Magna – porównanie poziomów ciśnienia akustycznego uzyskanych z pomiarów, 

obliczeń teoretycznych oraz obliczeń numerycznych 2D 

wsp. 
punktów metoda obliczeniowa/pomiar rzut przekrój średni SPL 

x y S
ab

in
e 

E
yr

in
g 

T
ho

m
ps

on
 

C
ot

an
a 

P
om

ia
r 

m
in

 

śr
 

m
ax

 

m
in

 

śr
 

m
ax

 

m
in

 

sr
 

m
ax

 

17 14 89.80 89.40 91.30 88.90 88.40 96.09 96.74 97.30 96.48 97.25 97.91 96.29 97.00 97.62

22 14 87.90 87.30 88.70 86.30 84.80 94.43 95.16 95.78 94.22 95.18 95.96 94.32 95.17 95.87

27 14 86.90 86.20 86.80 84.50 83.80 93.23 94.02 94.69 93.03 94.13 95.00 93.13 94.08 94.85

32 14 86.50 85.60 85.30 83.20 82.90 92.48 93.33 94.05 92.32 93.49 94.41 92.40 93.41 94.23

37 14 86.20 85.30 84.10 82.40 81.50 91.46 92.37 93.12 91.69 92.94 93.91 91.58 92.67 93.54

42 14 86.00 85.00 83.20 81.80 80.80 90.67 91.57 92.32 91.22 92.57 93.60 90.95 92.10 93.00

47 14 85.90 84.90 82.50 81.70 80.70 90.16 91.10 91.87 91.06 92.40 93.42 90.64 91.80 92.72

17 5 89.80 89.40 91.20 88.90 89.00 93.57 94.31 94.94 96.48 97.25 97.91 95.26 96.02 96.67

22 5 88.10 87.50 88.80 86.70 86.10 92.72 93.63 94.39 94.22 95.18 95.96 93.53 94.47 95.25

27 5 87.00 86.30 86.80 84.60 85.10 91.15 92.16 92.98 93.03 94.13 95.00 92.19 93.26 94.11

32 5 86.50 85.60 85.40 83.50 83.70 90.17 91.18 92.01 92.32 93.49 94.41 91.37 92.49 93.37

37 5 86.30 85.20 84.20 82.50 82.30 89.21 90.26 91.11 91.69 92.94 93.91 90.63 91.81 92.73

42 5 86.00 85.10 83.20 81.90 80.90 88.96 90.05 90.93 91.22 92.57 93.60 90.23 91.49 92.46

47 5 85.90 84.90 82.50 81.80 80.90 88.84 89.99 90.89 91.06 92.40 93.42 90.09 91.36 92.34
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Rys.7.8. Aula Magna – poziom dźwięku wzdłuż linii a – uśredniony dla rzutu i przekroju 
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Rys.7.9. Aula Magna – poziom dźwięku wzdłuż linii b – uśredniony dla rzutu i przekroju 
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Rys.7.10. Aula Magna – poziom dźwięku wzdłuż linii a – rzut 



134 A. Winkler-Skalna  

15 20 25 30 35 40 45

odległość od źródła dźwięku wzdłuż linii b

80

85

90

95

100

Sabine
Eyring
Thompson
Cotana
Pomiar
min
śr
max

S
P

L
 [d

B
]

 

Rys.7.11. Aula Magna – poziom dźwięku wzdłuż linii b – rzut 

 

Rys.7.12. Aula Magna – dźwięk bezpośredni generowany przez kuliste źródło dźwięku 

 

Rys.7.13. Aula Magna – rozkład pola akustycznego na wysokości 2,5 m od podłogi pomieszcze-

nia 
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Wniosek z przedstawionych wyników jest dość oczywisty. Metoda dwuwymiaro-

wa nie jest wystarczająco dokładna. Wyniki obliczeń znacznie odbiegają od wyników 

pomiarów czy wyników teoretycznych (nawet przy uwzględnieniu niepewności parame-

trów). 

Dalej przeprowadzono obliczenia przy użyciu trójwymiarowej metody promienio-

wej. Rysunek 7.12. przedstawia, wygenerowane przez źródło kuliste, promienie dźwię-

kowe do pierwszego odbicia. Natomiast na rysunku 7.13. pokazano rozkład pola aku-

stycznego na wysokości 2,5 m od podłogi pomieszczenia. 

W pierwszym etapie wyznaczony został poziom ciśnienia akustycznego bez 

wprowadzania zaburzeń. Wyniki zamieszczono w tabeli 7.4. oraz na wykresach 7.13. 

i 7.14. W programie wygenerowano 10000 promieni, przyjęto 9 odbić oraz promień zli-

czania równy 0,2 m. 

 

Tabela 7.4. Aula Magna – porównanie poziomów ciśnienia akustycznego uzyskanych z pomiarów, 

obliczeń teoretycznych oraz obliczeń numerycznych3D  dla parametrów  rzeczywistych 

wsp. punktów metoda obliczeniowa/pomiar

obliczenia  
numeryczne 

x y z S
ab

in
e 

E
yr

in
g 

T
ho

m
ps

on
 

C
ot

an
a 

P
om

ia
r 

17 14 2.5 89.80 89.40 91.30 88.90 88.40 88.94 

22 14 2.5 87.90 87.30 88.70 86.30 84.80 88.55 

27 14 2.5 86.90 86.20 86.80 84.50 83.80 87.99 

32 14 2.5 86.50 85.60 85.30 83.20 82.90 85.23 

37 14 2.5 86.20 85.30 84.10 82.40 81.50 81.20 

42 14 2.5 86.00 85.00 83.20 81.80 80.80 83.77 

47 14 2.5 85.90 84.90 82.50 81.70 80.70 85.62 

17 5 2.5 89.80 89.40 91.20 88.90 89.00 89.79 

22 5 2.5 88.10 87.50 88.80 86.70 86.10 85.08 

27 5 2.5 87.00 86.30 86.80 84.60 85.10 82.22 

32 5 2.5 86.50 85.60 85.40 83.50 83.70 83.77 

37 5 2.5 86.30 85.20 84.20 82.50 82.30 76.38 

42 5 2.5 86.00 85.10 83.20 81.90 80.90 83.58 

47 5 2.5 85.90 84.90 82.50 81.80 80.90 82.58 
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Rys.7.14. Aula Magna – poziom dźwięku wzdłuż linii a – metoda 3D 
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Rys.7.15. Aula Magna – poziom dźwięku wzdłuż linii b – metoda 3D 

Następnym etapem było wprowadzenie perturbacji jednego parametru, a miano-

wicie współczynnika pochłaniania dźwięku (10%  30% wartości nominalnej). Zabu-

rzenie rzędu 10% w przybliżeniu odpowiada rozrzutowi statystycznemu   . Przyję-

cie niepewności tego parametru dodatkowo jest uzasadnione uproszczeniami zastoso-

wanymi w cytowanych danych. Na przykład dla jednej ze ścian auli, w której znajdują 

się drzwi jest podana uśredniona wartość współczynnika. Podobnie jest z podłogą, któ-
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rej większą część pokrywa widownia. Uzyskane wyniki zestawiono w tabeli 7.5. oraz 

pokazano ich graficzne odwzorowania na rysunkach 7.16. i 7.21. 

 

Tabela 7.5. Aula Magna – porównanie poziomów ciśnienia akustycznego uzyskanych z pomiarów, 

obliczeń teoretycznych oraz obliczeń numerycznych 3D dla zaburzenia 10% 

wsp. punktów metoda obliczeniowa/pomiar
obliczenia nume-
ryczne 

x y z S
ab

in
e 

E
yr

in
g 

T
ho

m
ps

on
 

C
ot

an
a 

P
om

ia
r 

m
in

 

śr
 

m
ax

 

17 14 2.5 89.80 89.40 91.30 88.90 88.40 87.87 88.94 90.02 

22 14 2.5 87.90 87.30 88.70 86.30 84.80 87.54 88.55 89.55 

27 14 2.5 86.90 86.20 86.80 84.50 83.80 86.81 87.99 89.17 

32 14 2.5 86.50 85.60 85.30 83.20 82.90 84.04 85.23 86.41 

37 14 2.5 86.20 85.30 84.10 82.40 81.50 78.58 81.20 83.81 

42 14 2.5 86.00 85.00 83.20 81.80 80.80 82.21 83.77 85.33 

47 14 2.5 85.90 84.90 82.50 81.70 80.70 85.00 85.62 86.25 

17 5 2.5 89.80 89.40 91.20 88.90 89.00 88.93 89.79 90.64 

22 5 2.5 88.10 87.50 88.80 86.70 86.10 83.52 85.08 86.63 

27 5 2.5 87.00 86.30 86.80 84.60 85.10 80.29 82.22 84.14 

32 5 2.5 86.50 85.60 85.40 83.50 83.70 82.24 83.77 85.31 

37 5 2.5 86.30 85.20 84.20 82.50 82.30 72.68 76.38 80.08 

42 5 2.5 86.00 85.10 83.20 81.90 80.90 81.24 83.58 85.92 

47 5 2.5 85.90 84.90 82.50 81.80 80.90 80.98 82.58 84.19 

 

Z przedstawionych poniżej wykresów wynika, że dopiero obszar niepewności  dla 

współczynnika pochłaniania dźwięku ograniczony do przedziału   3  może być 

uznany za satysfakcjonujący. Odchylenia tego rzędu są dopuszczane w wielu aplika-

cjach technicznych [58]. Przypomnijmy jednak, że perturbacje zostały wprowadzone 

tylko do jednego parametru, podczas gdy zaburzenia mogą dotyczyć jeszcze na przy-

kład źródła dźwięku czy wymiarów i kształtu pomieszczenia. 
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Rys.7.16. Aula Magna – poziom dźwięku wzdłuż linii a – perturbacyjna  metoda 3D - zaburze-

nie 10% 
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Rys.7.17. Aula Magna – poziom dźwięku wzdłuż linii a – perturbacyjna  metoda 3D - zaburze-

nie 20% 
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Rys.7.18. Aula Magna – poziom dźwięku wzdłuż linii a – perturbacyjna  metoda 3D - zaburze-

nie 30% 
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Rys.7.19. Aula Magna – poziom dźwięku wzdłuż linii b – perturbacyjna  metoda 3D - zaburze-

nie 10% 
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Rys.7.20. Aula Magna – poziom dźwięku wzdłuż linii b – perturbacyjna  metoda 3D - zaburze-

nie 20% 
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Rys.7.21. Aula Magna – poziom dźwięku wzdłuż linii b – perturbacyjna  metoda 3D - zaburze-

nie 30% 
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7.2. LECTURE THEATRE W CURTIN UNIVERSITY OF TECHNOLOGY, BUDYNEK 201 SALA 412 

W kolejnym przykładzie przeprowadzono obliczenia (2D) poziomu ciśnienia 

dźwięku w przekroju podłużnym Lecture Theatre w Curtin University of Technology 

[100]. Rysunki 7.12. i 7.13.  przedstawiają przekrój podłużny oraz trójwymiarowy model 

badanego pomieszczenia, z kolei w tabelach Z3.2. – Z3.4. zestawiono dane dotyczące 

poszczególnych powierzchni oraz źródła dźwięku i punktów pomiarowych. 
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Rys.7.22. Lecture Theatre w Curtin University of Technology – przekrój podłużny. 

 

Rys.7.23. Lecture Theatre w Curtin University of Technology – model 3D 
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Źródło dźwięku jest kierunkowe i wypromieniowuje energię równomiernie w za-

kresie od 18o do 180o. 

W tabeli 7.4. oraz na rysunkach 7.14. i 7.17. porównano wyniki uzyskane z me-

tody prezentowanej w pracy Terrance Mc Minn [100], z pomiarów dla częstotliwości  

500 Hz i 1000 Hz oraz z dwuwymiarowej przedziałowej perturbacyjnej metody promie-

niowej. 

 

Tabela 7.6. Lecture Theatre – zestawienie wyników – metoda Terrance Mc Minn, pomiary, metoda 

przedziałowa promieniowa 2D 

 SPL  met. pro-

mieniowa [100] 

SPL  pomiary SPL  met. promieniowa przedziałowa (2D) 

[Hz] p1 p2 p1 p2 p1 p2 

min śr max min śr max 

125 53.4 50.6 50.3 51.3 52.1 49.4 50.4 51.1

250 52.2 46.7 51.8 52.8 53.6 50.9 51.9 52.6

500 52.9 47.9 55.5 47.3 53.3 54.3 55.1 52.4 53.4 54.1

1000 52.7 52.4 56.4 46.1 50.3 51.3 52.1 49.4 50.4 51.1

2000 45.2 44.5 44.3 45.3 46.1 43.4 44.3 45.1

4000 38.4 37.5 39.3 40.3 41.1 38.4 39.3 40.1
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Rys.7.24. Lecture Theatre – SPL w punkcie 1 dla częstotliwości 500 Hz 
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Rys.7.25. Lecture Theatre – SPL w punkcie 1 dla częstotliwości 1000 Hz 
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Rys.7.26. Lecture Theatre – SPL w punkcie 2 dla częstotliwości 500 Hz 
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Rys.7.27. Lecture Theatre – SPL w punkcie 2 dla częstotliwości 1000 Hz 
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Wyniki uzyskane z metody dwuwymiarowej są zbliżone do wyników pomiarów 

jedynie w przypadku pierwszego punktu pomiarowego dla częstotliwości 500 Hz. Pozo-

stałe wartości są w znacznym stopniu rozbieżne. 

Wykonano więc, podobnie jak dla Aula Magna, obliczenia metodą trójwymiaro-

wą. Dane geometryczne oraz współczynniki pochłaniania dźwięku poszczególnych po-

wierzchni zamieszczone zostały w załączniku 3. w tabeli Z3.5. Kąty promieniowania 

źródła dźwięku zawierają się w następujących przedziałach: 10590   , 3600  . 

Obliczenia przeprowadzono dla 10000 promieni, 9 odbić oraz promienia zliczania rów-

nego 0,4 m. Na rysunkach 7.28.  7.33. pokazano przestrzenny rozkład pola akustycz-

nego oraz poziomy dźwięku na różnych wysokościach. Wyniki dla parametrów rzeczy-

wistych zestawiono w tabeli 7.7. oraz na wykresach 7.34.  7.37. Z kolei wyniki dla pa-

rametrów perturbacyjnych zestawiono w tabeli 7.8. oraz na wykresach 7.38.  7.41. 

Przyjęto perturbacje współczynnika pochłaniania dźwięku wynoszącą 30% wartości 

nominalnej. Wyniki obliczeń wskazują na duże różnice w wystarczających przedziałach 

niepewności dla różnych punktów oraz częstotliwości. W punkcie 2. dla obu częstotli-

wości nawet mniejsze obszary niepewności niż przyjęty  3  będą wystarczające. 

Natomiast w punkcie 1., szczególnie dla 1000 Hz. zastosowany przedział nie daje sa-

tysfakcjonujących rezultatów. Trudność w doborze tych obszarów w tym przypadku mo-

że być związana z bardzo małą liczbą punktów pomiarowych. 

 

Tabela 7.7. Lecture Theatre – zestawienie wyników – metoda Terrance Mc Minn, pomiary, metoda 

przedziałowa promieniowa 3D – parametry rzeczywiste 

 SPL  met. pro-

mieniowa [100] 

SPL  pomiary SPL  met. promie-

niowa przedziałowa 

(3D)  parametry 

rzeczywiste 

[Hz] p1 p2 p1 p2 p1 p2 

500 52.9 47.9 55.5 47.3 52.6 47.4 

1000 52.7 52.4 56.4 46.1 49.6 44.4 
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Rys.7.28. Lecture Theatre – przestrzenny rozkład poziomu ciśnienia akustycznego 

 

Rys.7.29. Lecture Theatre – poziom ciśnienia akustycznego na poziomie podłogi 

 

 

Rys.7.30. Lecture Theatre – poziom ciśnienia akustycznego na wysokości 1,4 m od podłogi 
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Rys.7.31. Lecture Theatre – poziom ciśnienia akustycznego na wysokości 2,8 m od podłogi 

 

Rys.7.32. Lecture Theatre – poziom ciśnienia akustycznego na wysokości 4,2 m od podłogi 

 

 

Rys.7.33. Lecture Theatre – poziom ciśnienia akustycznego na wysokości 7,045 m od podłogi 
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Rys.7.34. Lecture Theatre – SPL w punkcie 1 dla częstotliwości 500 Hz – 3D 
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Rys.7.35. Lecture Theatre – SPL w punkcie 1 dla częstotliwości 1000 Hz – 3D 
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Rys.7.36. Lecture Theatre – SPL w punkcie 2 dla częstotliwości 500 Hz – 3D 
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Rys.7.37. Lecture Theatre – SPL w punkcie 2 dla częstotliwości 1000 Hz – 3D 

Tabela 7.8. Lecture Theatre – zestawienie wyników – metoda Terrance Mc Minn, pomiary, metoda 

przedziałowa promieniowa 3D – zaburzenie 30% 

 SPL  met. pro-

mieniowa [100] 

SPL  pomiary SPL  met. promieniowa przedziałowa (3D)  parametry 

rzeczywiste 

[Hz] p1 p2 p1 p2 p1 p2 

min śr max min śr max 

500 52.9 47.9 55.5 47.3 50.2 52.6 55.0 44.4 47.4 50.4

1000 52.7 52.4 56.4 46.1 47.2 49.6 52.0 41.4 44.4 47.4

 



 



PODSUMOWANIE I WNIOSKI KOŃCOWE 

 

Zaprezentowana praca dotyczyła opracowania nowej metodologii pozwalającej 

na uwzględnienie niepewności ośrodka, w którym rozprzestrzenia się fala dźwiękowa. 

Uwzględnienie niepewności miało na celu zbadanie ich wpływu na rozkład pola 

akustycznego w ośrodkach zamkniętych, co z kolei jest bardzo istotne dla tzw. jakości 

akustycznej pomieszczeń. 

Przypomnijmy cele, jakie postawiono w niniejszej pracy: 

 i) sformułowanie nowych funkcji przedziałowych 2perturbacyjnych oraz 

przedziałowych nperturbacyjnych; 

 ii) opracowanie zmodyfikowanej metody promieniowej, nazwanej przedziałową 

perturbacyjną metodą promieniową; 

 iii) opracowanie systematycznego nazewnictwa w zakresie przedziałowej 

perturbacyjnej metody promieniowej; 

 iv) ocena wpływu niepewności parametrów ośrodka na propagację fali 

akustycznej w pomieszczeniu zamkniętym, z wykorzystaniem metody 

przedziałowej perturbacyjnej; 

 v) opracowanie metody programowania dużej ilości parametrów niepewnych. 

Ad. i) W rozdziale 2.4. sformułowane zostały nowe funkcje przedziałowe 

2perturbacyjne, a w rozdziale 6.1. funkcje przedziałowe nperturbacyjne. 

Zdefiniowanie rozszerzeń rzeczywistych funkcji na przedziałowe perturbacyjne 

parametry pozwoliło na ich wykorzystanie w obliczeniach wpływu zaburzeń na 

propagację fali akustycznej. 

Ad. ii) W rozdziale 3. opracowany został algorytm zmodyfikowanej metody 

promieniowej. Metoda ta wykorzystuje przedziałową algebrę perturbacyjną 

oraz zdefiniowane w niniejszej pracy przedziałowe funkcje perturbacyjne. 

Nowa przedziałowa perturbacyjna metoda promieniowa jest efektem 

kontynuacji wcześniejszych prac, por. [7989, 106112]. 

Ad. iii) W rozdziale 3., wraz z algorytmem, opracowane zostało systematyczne 

nazewnictwo w zakresie przedziałowej perturbacyjnej metody promieniowej. 
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Ad. iv) Stworzony na potrzeby niniejszej pracy program komputerowy pozwala na 

wykonywanie obliczeń w nowym systemie algebraicznym. Daje to możliwość 

oceny wpływu niepewności parametrów ośrodka na propagację fali 

akustycznej w pomieszczeniu zamkniętym. W rozdziale 4. zaprezentowane 

zostały wyniki pomiarów akustycznych przeprowadzonych w celu sprawdzenia 

proponowanej metody teoretycznej. Porównanie wyników oraz ocenę wpływu 

zaburzeń parametrów badanego ośrodka zamieszczono w rozdziale 5. 

Rozdział 7. zawiera przykłady zastosowania opracowanego algorytmu oraz 

przedziałowej perturbacyjnej metody obliczeniowej. 

Ad. v) W rozdziale 6. przedstawiona została metoda programowania dużej ilości 

parametrów niepewnych. Jest to szczególnie istotne przy tworzeniu modeli 

większych, skomplikowanych wnętrz oraz w zadaniach, w których konieczne 

jest rozpatrywanie większej ilość parametrów niepewnych. W opracowanym 

programie komputerowym wykorzystana została technika, która pozwoli na 

zapamiętanie tylko istotnych dla danego parametru zaburzeń. Na przykład 

współczynnik pochłaniania dźwięku zależeć może od częstotliwości, kąta 

padania promienia dźwiękowego, faktury powierzchni, kształtu powierzchni, 

itp. Z kolei na prędkość propagacji fali wpływać będzie temperatura, wilgotność 

powietrza czy częstotliwość. Natomiast końcowy wynik rozpatrywanego 

zadania zależeć będzie od wszystkich możliwych zaburzeń mających wpływ 

na poszczególne jego parametry.  

W celu uwzględnienia dużej ilości perturbacji wykorzystane zostały 

przedziałowe liczby nperturbacyjne oraz algebra przedziałowa n

perturbacyjna, opisana w załączniku 2. W podrozdziale 6.1. sformułowano 

nowe funkcje przedziałowe nperturbacyjne. 

Reasumując można powiedzieć, że analiza z wykorzystaniem nowych liczb 

perturbacyjnych prowadzi do aplikacji, które z matematycznego punktu widzenia są 

równoważne metodom perturbacyjnym I rzędu w klasycznej teorii perturbacji. Zalety 

nowego systemu matematycznego są następujące: 

 możemy całkowicie pominąć etap złożonych obliczeń analitycznych, które są 

typowe dla rozwijania aproksymowanych wielkości rozwiązań w szeregi 

nieskończone. Ta metoda jest skuteczna również dla wielkości nieznanych - 
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poszukiwanych rozwiązań, jak również dla współczynników perturbacyjnych 

rozpatrywanego problemu; 

 otrzymujemy ogromne uproszczenie wszystkich obliczeń arytmetycznych, które 

występują zwykle w analitycznym sformułowaniu i analizie problemu; 

 większość znanych algorytmów numerycznych może być w prosty sposób 

adaptowana dla nowego systemu algebraicznego bez większych trudności. 

Wraz z nowym systemem algebraicznym otrzymano zbiór bardzo prostych 

narzędzi matematycznych, które można w łatwy sposób wykorzystać w rozważaniach 

analitycznych oraz w komputerowej części analizy złożonych problemów 

perturbacyjnych.  

Modele pomieszczeń, które były rozpatrywane mogą być w prosty sposób 

uogólnione na bardziej złożone przypadki. Nowa metodologia może być również 

zastosowana do bardziej skomplikowanych problemów akustycznych, między innymi 

zróżnicowanych zaburzeń parametrów i warunków odbicia. 
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ZAŁĄCZNIK 1. LICZBY PRZEDZIAŁOWE 2PERTURBACYJNE 

Przypomnijmy, że pod pojęciem liczby przedziałowej rozumiemy uporządkowaną 
parę liczb rzeczywistych   z,z , takich że   zz . Liczba przedziałowa może być 

przedstawiona w postaci   z,z  lub równoważnej z , przy czym liczby  z,z  są 
nazywane końcami przedziału. 

Wykorzystując pojęcia środka przedziału z


: 

    zz5,0z


 (Z1.1) 

oraz jego promienia: 

      zz5,0zrad  (Z1.2) 

zapisujemy czasem liczbę przedziałową w postaci 

     zradzzradzz  
,  (Z1.3) 

Liczba przedziałowa z  może być zatem uporządkowaną parą liczb rzeczywistych 
 rzz , , gdzie dla uproszczenia oznaczymy  zradz   oraz  z,z   . 

 

Z1.1. LICZBY PRZEDZIAŁOWE 2PERTURBACYJNE NIEZALEŻNE  

Przyjmijmy zatem, że liczba przedziałowa z  będzie uporządkowaną parą liczb 
rzeczywistych  rz,z  , gdzie z  oznacza promień przedziału. 

Zakładając, że promień przedziału z  jest liczbą 2perturbacyjną (czystą 
2perturbacją) tzn. 

    2212211 Rz,0z,z,zzzzrad  , (Z1.4) 

wówczas można symbolicznie napisać, że 

 

     
     

   .,z,zzzzz

z,zz,zzzz,zzz

zzz,zzzz,zzz,zzz

2221112211

22211122112211

221122112r




 











 (Z1.5) 

Jeżeli zdefiniujemy dwa symboliczne niezależne przedziały perturbacyjne 
 111 ,:    oraz  222 ,:    to możemy napisać 

 22112211 zzzzzzz   
. (Z1.6) 

Liczbę przedziałową typu z , która jest zdefiniowana relacją (Z1.6) nazywać 
będziemy liczbą przedziałową 2perturbacyjną (2liczbą przedziałową) i zapiszemy ją 
następująco: 

  2211 zzzz    . (Z1.7) 

Zbiór liczb przedziałowych 2perturbacyjnych oznaczymy jako 2IR . 

Patrz również [6875, 9194, 108113]. 
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Z1.1.1. DZIAŁANIA ALGEBRAICZNE NA 2LICZBACH PRZEDZIAŁOWYCH NIEZALEŻNYCH 

Niech dalej 2211 aaaa    , 2211 bbbb  


. Otrzymamy zatem dla 
operacji dodawania 
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(Z1.8) 

Podobnie dla odejmowania 
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 (Z1.9) 

Operacje algebraiczne na przedziałach są rozumiane w znaczeniu operacji 
algebry przedziałowej. 

Dla mnożenia otrzymamy 
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(Z1.10) 

Oznaczmy dalej  

    r22 0,0,10,1:1   , (Z1.11) 

    r22 0,0,00,0:0   . (Z1.12) 

Element 20  posiada własności elementu neutralnego dodawania, zauważmy  

 a0a 2   , (Z1.13) 

natomiast 21  jest elementem neutralnym mnożenia, bowiem 

    a001aaa1a 2122112  


 (Z1.14) 

dla dowolnego przedziału 2perturbacyjnego 2IRa  . 

 
Wykażemy, że istnieje element odwrotny 2211 zzzz     do 2liczby 

przedziałowej 2IRa  , tzn.  
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    .1azzaazzaza

zzzaaaza

2222111

22112211









 (Z1.15) 

Musi zatem zachodzić 

 1za  , (Z1.16) 

 0azza 11   
, (Z1.17) 

 0azza 22   
. (Z1.18) 

Równania (Z1.16), (Z1.17) i (Z1.18) są spełnione, jeżeli zachodzą równości 

 a1z
  , (Z1.19) 
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   , (Z1.20) 
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Można zatem symbolicznie zapisać, że  

   22
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1
aaaa  

   . (Z1.22) 

Wykorzystując pojęcie odwrotności przedziału można zdefiniować dzielenie 
2przedziałów, mianowicie 

 1ba:
b

a  . (Z1.23) 

Wynika stąd, że 
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 (Z1.24) 

Dzielenie dwóch 2liczb przedziałowych można wykonać również w następujący 
sposób. Zauważmy, że 

        2
222111

2
22112211 aaaaaaaaaaaaaaaa

   .(Z1.25) 

Wówczas wykorzystując równanie (Z1.25) otrzymamy 
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 (Z1.26) 

Zauważmy, że wynik (Z1.26) pokrywa się z wcześniejszym wzorem (Z1.24). 
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Z1.1.2. WŁASNOŚCI SYMBOLI 1  I 2  DLA PRZEDZIAŁÓW NIEZALEŻNYCH 

Podsumujmy własności wprowadzonych symboli 1  i 2 , które można nazwać 
perturbacjami przedziałowymi niezależnymi. Na podstawie wyprowadzonych relacji 
(Z1.8)  (Z1.10) oraz (Z1.22)  ( Z1.26) zapiszemy: 
 

 2,1i,2 iii   , (Z1.27) 

 2,1i,2 iii   , (Z1.28) 

 2,1i,02ii   , (Z1.29) 

 i2 /1    niewykonalne dla 2,1i  , (Z1.30) 

 2
21

21 1
a

a








    dla dowolnych  20a,R,  . (Z1.31) 

Z1.2. LICZBY PRZEDZIAŁOWE 2PERTURBACYJNE CZĘŚCIOWO ZALEŻNE 

Z1.2.1. MOTYWACJA 

Przypomnijmy, że liczba przedziałowa z  może być uporządkowaną parą liczb 
rzeczywistych  rz,z  , gdzie z oznacza promień przedziału. 

Załóżmy dalej, że promień przedziału z  jest liczbą 2perturbacyjną (czystą 
2perturbacją), tzn. 

    2212211 Rz,0z,z,zzzzrad  . (Z1.32) 

Wówczas można symbolicznie napisać, że 
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 (Z1.33) 

Jeżeli zdefiniujemy dwa symboliczne niezależne przedziały perturbacyjne 
 111 ,:    oraz  222 ,:    to możemy napisać 

 22112211 zzzzzzz   
. (Z1.34) 

Liczbę przedziałową typu z , która jest zdefiniowana relacją (Z1.34) nazywać 
będziemy liczbą przedziałową 2perturbacyjną (2liczbą przedziałową) i zapiszemy ją 
następująco: 

  2211 zzzz     (Z1.35) 

 



 Załącznik 1 167 

 

Z1.2.2. DZIAŁANIA ALGEBRAICZNE NA 2LICZBACH PRZEDZIAŁOWYCH CZĘŚCIOWO 
ZALEŻNYCH 

Niech dalej 2211 aaaa    , 2211 bbbb  


 oznaczają dwa przedziały 

zależne w zakresie zmienności parametrów 1  i 2 , natomiast przedziały 1  oraz 2  
pozostają wzajemnie niezależne. Takie liczby przedziałowe będą dalej w uproszczeniu 
nazywane liczbami przedziałowymi 2perturbacyjnymi (2perturbacyjnymi) częściowo 
zależnymi, w uproszczeniu zależnymi. 

Załóżmy, że działania arytmetyczne dla zależnych liczb 2przedziałowych będą 
zdefiniowane w następujący sposób: 

  221122112211 ,,bbbb,aaaa;b*ahullb*a  


,  (Z1.36) 

gdzie /",,,"*  .  
Otrzymamy zatem dla operacji dodawania 
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 (Z1.37) 

Podobnie dla odejmowania 
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  (Z1.38) 

Dla mnożenia otrzymamy 
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 (Z1.39) 

Zauważmy, że operacje dodawania i mnożenia są identyczne jak dla 
niezależnych 2liczb przedziałowych, znacząca różnica pojawiła się jednak 
w odejmowaniu.  

Wykażemy, że istnieje element odwrotny 2211 zzzz     do liczby 

2przedziałowej a , tzn.  
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Musi zatem zachodzić 

 1za  , (Z1.41) 

 0azza 11   
, (Z1.42) 

 0azza 22   
. (Z1.43) 

Równania (Z1.41), (Z1.42) i (Z1.43) są spełnione, jeżeli zachodzą równości 

 a1z
  , (Z1.44) 
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Można zatem symbolicznie zapisać, że  
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   . (Z1.47) 

Wykorzystując pojęcie odwrotności przedziału można zdefiniować dzielenie 
2przedziałów, czyli 

 1ba:
b

a  . (Z1.48) 

Wynika stąd, że 

    

.
b

ba

b

a

b

ba

b

a

b

a

b

b

b

b

b

1
aaabbbaaa

b

a

22
22

12
11

22
2

12
1

2211

1

22112211











 






 







 














 (Z1.49) 

Dzielenie dwóch 2liczb przedziałowych można wykonać również w poniższy 
sposób. Ponieważ 
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22112211 aaaaaaaaaaaaaaaa

   .(Z1.50) 

Wówczas wykorzystując równanie (Z1.48) otrzymamy 
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 (Z1.51) 

Zauważmy, że wynik (Z1.51) pokrywa się z wcześniejszym wzorem (Z1.49) dla 
2liczb przedziałowych niezależnych. 
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Z1.2.3. WŁASNOŚCI SYMBOLU 1  I 2  DLA PRZEDZIAŁÓW CZĘŚCIOWO ZALEŻNYCH 

Podsumujmy własności wprowadzonych symboli 1  i 2 , które można nazwać 

perturbacjami przedziałowymi. Na podstawie wyprowadzonych relacji (Z1.37)  ( Z1.39) 
oraz (Z1.47)  ( Z1.51)  

 

 2,1i,2 iii   , (Z1.52) 

 2,1i,02ii   , (Z1.53) 

 2,1i,02ii   , (Z1.54) 

 i2 /1   niewykonalne dla 2,1i , (Z1.55) 

 2
21

21 1
a

a








    dla dowolnych  20a,R,  . (Z1.56) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 



ZAŁĄCZNIK 2. LICZBY PRZEDZIAŁOWE nPERTURBACYJNE 

Z2.1. LICZBY PRZEDZIAŁOWE nPERTURBACYJNE NIEZALEŻNE  

Liczba przedziałowa z  może być uporządkowaną parą liczb rzeczywistych 
 rz,z  , gdzie z  oznacza promień przedziału. 

Zakładając, że promień przedziału z  jest liczbą nperturbacyjną (czystą 
nperturbacją) tzn. 

    nn21nn2211 Rz,0z...z,z,z...zzzzrad  , (Z2.1) 

można symbolicznie napisać, że 
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 (Z2.2) 

Jeżeli zdefiniujemy n  symbolicznych niezależnych przedziałów perturbacyjnych 
  n,...,2,1i,,: iii   , to możemy napisać 

 nn2211nn2211 z...zzzz...zzzz   
. (Z2.3) 

Liczbę przedziałową typu z , która jest zdefiniowana relacją (Z2.3) nazywać 
będziemy liczbą przedziałową nperturbacyjną (nliczbą przedziałową) i zapiszemy ją 
następująco: 

  nn2211 z...zzzz    . (Z2.4) 

Zbiór liczb przedziałowych nperturbacyjnych oznaczymy jako nIR . [6875, 9194, 

110] 

Z2.1.1. DZIAŁANIA ALGEBRAICZNE NA nLICZBACH PRZEDZIAŁOWYCH NIEZALEŻNYCH 

Niech dalej nn2211 a...aaaa    , nn2211 b...bbbb  


.  

 
Otrzymamy zatem dla operacji dodawania 
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 (Z2.5) 
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Podobnie dla odejmowania 
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 (Z2.6) 

Operacje algebraiczne na przedziałach są rozumiane w znaczeniu operacji 
algebry przedziałowej. 

Dla mnożenia otrzymamy 
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 (Z2.7) 

Oznaczmy dalej  

    rnn 0,...,0,0,10,1:1   , (Z2.8) 

    rnn 0,...,0,0,00,0:0   . (Z2.9) 

Element n0  posiada własności elementu neutralnego dodawania, zauważmy  

 a0a n   , (Z2.10) 

natomiast n1  jest elementem neutralnym mnożenia bowiem 

    a0...001a...aaa1a n21nn2211n  


 (Z2.11) 

dla dowolnego przedziału nperturbacyjnego nIRa  . 

 
Wykażemy, że istnieje element odwrotny nn2211 z...zzzz     do 

nliczby przedziałowej nIRa  , tzn.  

 
  

      .1azza...azzaazzaza

z...zzza...aaaza

nnnn222111

nn2211nn2211










 (Z2.12) 

Musi zatem zachodzić 

 1za  , (Z2.13) 

 0azza 11   
, (Z2.14) 
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 0azza 22   
, (Z2.15) 

 …………………….. 

 0azza nn   
. (Z2.16) 

Równania (Z2.13), (Z2.14), (Z2.15), (Z2.16) są spełnione, jeżeli zachodzą 
równości 

 a1z
  , (Z2.17) 

 n,...,2,1idla,
a

a

a

az
z

2
ii

i  
  . (Z2.18) 

Można zatem symbolicznie zapisać, że  

   n2
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1
a...aaaa  

   . (Z2.19) 

Wykorzystując pojęcie odwrotności przedziału można zdefiniować dzielenie 
nprzedziałów, mianowicie 

 1ba:
b

a  . (Z2.20) 

Wynika stąd, że 
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 (Z2.21) 

Dzielenie dwóch nliczb przedziałowych można wykonać również w poniższy 
sposób. Ponieważ 
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 (Z2.22) 

Wykorzystując równanie (Z2.20) otrzymamy 
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 (Z2.23) 

Zauważmy, że wynik (Z2.23) pokrywa się z wcześniejszym wzorem (Z2.21). 
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Z2.1.2. WŁASNOŚCI SYMBOLI 1  I 2  DLA PRZEDZIAŁÓW NIEZALEŻNYCH 

Podsumujmy własności wprowadzonych symboli n,...,2,1i,i  , które można 

nazwać perturbacjami przedziałowymi niezależnymi. Na podstawie wyprowadzonych 
relacji (Z2.5)  (Z2.7) oraz (Z2.19)  ( Z2.23)  
 

 n,...,2,1i,2 iii   , (Z2.24) 

 n,...,2,1i,2 iii   , (Z2.25) 

 n,...,2,1j,i,0nji   , (Z2.26) 

 in /1    niewykonalne dla n,...,2,1i  , (Z2.27) 

 


n
nn2211

nn2211 1
...a

...a





    dla dowolnych  2n 0a,R  . (Z2.28) 

Z2.2. LICZBY PRZEDZIAŁOWE 2PERTURBACYJNE CZĘŚCIOWO ZALEŻNE 

Z2.2.1. MOTYWACJA 

Przypomnijmy, że liczba przedziałowa z  może być uporządkowaną parą liczb 
rzeczywistych  rzz , , gdzie z oznacza promień przedziału. 

Załóżmy dalej, że promień przedziału z  jest liczbą nperturbacyjną (czystą 
nperturbacją) tzn. 

    nn21nn2211 Rz,0z...z,z,z...zzzzrad  . (Z2.29) 

Wówczas można symbolicznie napisać, że 
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 (Z2.30) 

Jeżeli zdefiniujemy dwa symboliczne niezależne przedziały perturbacyjne 
  n,...,2,1i,,: iii    to możemy napisać 

 nn2211nn2211 z...zzzz...zzzz   
. (Z2.31) 

Liczbę przedziałową typu z , która jest zdefiniowana relacją (Z2.3) nazywać 
będziemy liczbą przedziałową nperturbacyjną (nliczbą przedziałową) i zapiszemy ją 
następująco: 

  nn2211 z...zzzz    . (Z2.32) 

Zbiór liczb przedziałowych nperturbacyjnych oznaczymy jako nIR . 

 



 Załącznik 2 175 

 

Z2.2.2. DZIAŁANIA ALGEBRAICZNE NA nLICZBACH PRZEDZIAŁOWYCH CZĘŚCIOWO 
ZALEŻNYCH 

Niech dalej nn2211 a...aaaa    , nn2211 b...bbbb  


 

oznaczają dwa przedziały zależne w zakresie zmienności parametrów n,...,2,1i,i  , 

natomiast przedziały n,...,2,1i,i   pozostają wzajemnie niezależne. Takie liczby 

przedziałowe będą dalej w uproszczeniu nazywane liczbami przedziałowymi 
nperturbacyjnymi (nperturbacyjnymi) częściowo zależnymi, w uproszczeniu 
zależnymi. 

Załóżmy, że działania arytmetyczne dla zależnych liczb nprzedziałowych będą 
zdefiniowane w następujący sposób: 


,n,...,2,1i,

,b...bbbb,a...aaaa;b*ahullb*a

ii

nn2211nn2211








 (Z2.33) 

gdzie /",,,"*  .  
Otrzymamy zatem dla operacji dodawania 
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 (Z2.34) 

Podobnie dla odejmowania 
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 (Z2.35) 

 
Dla mnożenia otrzymamy 
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Zauważmy, że operacje dodawania i mnożenia są identyczne, jak dla 
niezależnych nliczb przedziałowych, znacząca różnica pojawiła się jednak 
w odejmowaniu.  

 
Wykażemy, że istnieje element odwrotny nn2211 z...zzzz     do liczby 

nprzedziałowej a , tzn.  
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 (Z2.37) 

Musi zatem zachodzić 

 1za  , (Z2.38) 

 n,...,2,1idla,0azza ii   
. (Z2.39) 

Równania (3.37), (3.38) i (3.39) są spełnione, jeżeli zachodzą równości 

 a1z
  , (Z2.40) 

 n,...,2,1idla,
a

a

a

az
z

2
ii

i  
  . (Z2.41) 

Można zatem symbolicznie zapisać, że  
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   . (Z2.42) 

Wykorzystując pojęcie odwrotności przedziału można zdefiniować dzielenie 
nprzedziałów, mianowicie 

 1ba:
b

a  . (Z2.43) 

Wynika stąd, że 
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 (Z2.44) 

 
Dzielenie dwóch nliczb przedziałowych można wykonać również w inny 

sposób. Zauważmy, że 
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Wówczas wykorzystując równanie (Z2.45) otrzymamy 
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 (Z2.46) 

Zauważmy, że wynik (Z2.46) pokrywa się z wcześniejszym wzorem (Z2.44) dla 
nliczb przedziałowych niezależnych. 

 

Z2.2.3. WŁASNOŚCI SYMBOLU nii ,...,2,1,   DLA PRZEDZIAŁÓW CZĘŚCIOWO ZALEŻNYCH 

Podsumujmy własności wprowadzonych symboli nii ,...,2,1,  , które można 

nazwać perturbacjami przedziałowymi. Na podstawie wyprowadzonych relacji (Z2.33)  
( Z2.36) oraz (Z2.43)  ( Z2.46)  

 

 n,...,2,1i,2 iii   , (Z2.47) 

 n,...,2,1i,0nii   , (Z2.48) 

 n,...,2,1j,i,0nji   , (Z2.49) 

 i2 /1   niewykonalne dla n,...,2,1i  , (Z2.50) 

 


n
nn2211

nn2211 1
...a

...a





    dla dowolnych  2n 0a,R  . (Z2.51) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 



ZAŁĄCZNIK 3. DANE GEOMETRYCZNE DO PRZYKŁADÓW 

Z3.1. AULA MAGNA NA UNIWERSYTECIE PERUGIA 

Tabela Z3.1. Aula Magna  wartości współczynnika pochłaniania dźwięku dla poszczególnych 

powierzchni oraz przybliżone współrzędne punktów wyznaczające powierzchnie 3D 

nr opis powierzchni współrzędne punktów [m] współczynnik pochłaniania 
x y z średni 250 400 4000 

1 ściany z cegłami 
pryzmatycznymi kryte drewnem  

1.00 16.50 0.00 0.51 0.39 0.40 0.59 
0.00 9.00 0.00
0.00 9.00 11.00
1.00 16.50 11.00

2 ściany z cegłami 
pryzmatycznymi kryte drewnem  

0.00 9.00 0.00 0.51 0.39 0.40 0.59 
1.00 1.50 0.00
1.00 1.50 11.00
0.00 9.00 11.00

3 ściany z cegłami 
pryzmatycznymi kryte drewnem 

1.00 1.50 0.00 0.51 0.39 0.40 0.59 
14.00 0.00 0.00
14.00 0.00 11.00

1.00 1.50 11.00
4 ściany z cegłami 

pryzmatycznymi i fałdowana 
kurtyna 

14.00 0.00 0.00 0.60 0.44 0.45 0.73 
52.00 0.00 0.00
52.00 0.00 11.00
14.00 0.00 11.00

5 ściany ceglane i szklane drzwi  52.00 0.00 0.00 0.56 0.49 0.50 0.61 
52.00 18.00 0.00
52.00 18.00 11.00

52.00 9.00 16.00
52.00 0.00 11.00

6 ściany z cegłami 
pryzmatycznymi i fałdowana 
kurtyna 

52.00 18.00 0.00 0.60 0.44 0.45 0.73 
14.00 18.00 0.00
14.00 18.00 11.00
52.00 18.00 11.00

7 ściany z cegłami 
pryzmatycznymi kryte drewnem 

14.00 18.00 0.00 0.51 0.39 0.40 0.59 
1.00 16.50 0.00
1.00 16.50 11.00

14.00 18.00 11.00
8 ściany z cegłami 

pryzmatycznymi kryte drewnem i 
aksamitem 

0.00 9.00 11.00 0.69 0.57 0.58 0.74 
1.00 1.50 11.00
0.00 9.00 16.00

9 ściany z cegłami 
pryzmatycznymi kryte drewnem i 
aksamitem 

1.00 16.50 11.00 0.69 0.57 0.58 0.74 
0.00 9.00 11.00
0.00 9.00 16.00

10 podłoga z fotelami 0.00 9.00 0.00 0.61 0.34 0.35 0.55 
1.00 1.50 0.00

14.00 0.00 0.00
52.00 0.00 0.00
52.00 18.00 0.00
14.00 18.00 0.00

1.00 16.50 0.00
11 sufit tynkowany 0.00 9.00 16.00 0.06 0.06 0.06 0.06 

1.00 1.50 11.00
14.00 0.00 11.00
52.00 0.00 11.00
52.00 9.00 16.00

12 sufit tynkowany 0.00 9.00 16.00 0.06 0.06 0.06 0.06 
52.00 9.00 16.00
52.00 18.00 11.00
14.00 18.00 11.00

1.00 16.50 11.00
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Z3.2. LECTURE THEATRE W CURTIN UNIVERSITY OF TECHNOLOGY, BUDYNEK 201 SALA 412 

 

 
Rys.Z3.1. Lecture Theatre w Curtin University of Technology – przekrój podłużny. 

 
Tabela Z3.2. Lecture Theatre  wartości współczynnika pochłaniania dźwięku dla poszczególnych 

powierzchni oraz współrzędne punktów wyznaczające powierzchnie w przekroju 

nr
  

po
w

ie
rz

ch
ni

 punkty wyznaczające 
powierzchnie 

współczynnik pochłaniania dźwięku 

x1 y1 x2 y2 125 
[Hz]

250 
[Hz]

 

500 
[Hz]

1000 
[Hz] 

2000 
[Hz] 

4000 
[Hz] 

1 0.00 0.39 2.61 4.18 0.02 0.03 0.04 0.06 0.06 0.03 
2 2.61 4.18 2.81 5.05 0.02 0.03 0.04 0.06 0.06 0.03 
3 2.81 5.05 11.76 5.05 0.02 0.03 0.04 0.06 0.06 0.03 
4 11.76 5.05 11.76 2.24 0.02 0.03 0.04 0.06 0.06 0.03 
5 11.76 2.24 9.27 2.24 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
6 9.27 2.24 9.27 1.92 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 
7 9.27 1.92 8.43 1.92 0.16 0.74 0.87 0.86 0.63 0.58 
8 8.43 1.92 8.43 1.60 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 
9 8.43 1.60 7.59 1.60 0.16 0.74 0.87 0.86 0.63 0.58 

10 7.59 1.60 7.59 1.28 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 
11 7.59 1.28 6.75 1.28 0.16 0.74 0.87 0.86 0.63 0.58 
12 6.75 1.28 6.75 0.96 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 
13 6.75 0.96 5.91 0.96 0.16 0.74 0.87 0.86 0.63 0.58 
14 5.91 0.96 5.91 0.64 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 
15 5.91 0.64 5.07 0.64 0.16 0.74 0.87 0.86 0.63 0.58 
16 5.07 0.64 5.07 0.32 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 
17 5.07 0.32 4.23 0.32 0.16 0.74 0.87 0.86 0.63 0.58 
18 4.23 0.32 4.23 0.00 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 
19 4.23 0.00 1.80 0.00 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
20 1.80 0.00 1.80 0.69 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
21 1.80 0.69 1.20 0.69 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
22 1.20 0.69 1.20 0.00 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
23 1.20 0.00 0.00 0.00 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
24 0.00 0.00 0.00 3.39 0.02 0.03 0.04 0.06 0.06 0.03 
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Tabela Z3.3. Lecture Theatre  wartości SPL w odległości 1m od źródła dźwięku oraz poziomu mocy 

źródła dla poszczególnych częstotliwości 

[H
z]

 

S
P

L 
w

 o
dl

. 1
m

 
[d

B
] 

po
z.

 m
oc

y 
źr

. 
[d

B
] 

125 56.0 61.3
250 57.5 62.8
500 59.0 64.3

1000 56.0 61.3
2000 50.0 55.3
4000 45.0 50.3

 
Tabela Z3.4. Lecture Theatre  współrzędne źródła dźwięku oraz punktów pomiarowych 

 x [m] y [m] z [m] 
źródło dźwięku 1.500 0.900 3.600 
punkt pomiarowy 1 6.280 2.130 3.650 
punkt pomiarowy 2 7.100 2.490 1.175 

 
Tabela Z3.5. Lecture Theatre  wartości współczynnika pochłaniania dźwięku dla poszczególnych 

powierzchni oraz współrzędne punktów wyznaczające powierzchnie 3D 

nr opis powierzchni współrzędne punktów [m] współczynniki pochłaniania dźwięku 
x y z 125 250 500 1000 2000 4000

1 ściana ekranująca  tablica 0.000 0.000 1.271 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 
0.000 3.391 1.271
0.000 3.391 5.774
0.000 0.000 5.774

2 ekran lewy  sklejka 0.000 0.000 1.271 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 
2.610 0.000 0.990
2.610 3.886 0.990
0.000 3.391 1.271

3 ekran prawy  sklejka 0.000 0.000 5.774 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 
0.000 3.391 5.774
2.610 3.886 6.055
2.610 0.000 6.055

4 sufit ekranujący  sklejka 0.000 3.391 1.271 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 
2.610 3.886 0.990
2.610 3.886 6.055
0.000 3.391 5.774

5 górny ekran  tynk 2.610 3.886 0.000 0.02 0.03 0.04 0.06 0.06 0.03 
2.810 5.486 0.000
2.810 5.486 7.045
2.610 3.886 7.045

6 sufit  tynk 2.810 5.486 0.000 0.02 0.03 0.04 0.06 0.06 0.03 
11.765 5.144 0.000
11.765 5.144 7.045

2.810 5.486 7.045
7 ekran przedni lewy  sklejka 2.610 0.000 0.000 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 

2.610 3.886 0.000
2.610 3.886 0.990
2.610 0.000 0.990

8 ekran przedni prawy  
sklejka 

2.610 0.000 7.045 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 
2.610 0.000 6.055
2.610 3.886 6.055
2.610 3.886 7.045
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9 ściana lewa  sklejka 2.610 0.000 0.000 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 
4.286 0.000 0.000
4.286 0.318 0.000
5.124 0.318 0.000
5.124 0.648 0.000
5.962 0.648 0.000
5.962 0.991 0.000
6.800 0.991 0.000
6.800 1.347 0.000
7.638 1.347 0.000
7.638 1.715 0.000
8.476 1.715 0.000
8.476 2.096 0.000
9.314 2.096 0.000
9.314 5.241 0.000
2.810 5.486 0.000
2.610 3.886 0.000

10 ściana prawa  sklejka 2.610 0.000 7.045 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 
2.610 3.886 7.045
2.810 5.486 7.045
9.314 5.241 7.045
9.314 2.096 7.045
8.476 2.096 7.045
8.476 1.715 7.045
7.638 1.715 7.045
7.638 1.347 7.045
6.800 1.347 7.045
6.800 0.991 7.045
5.962 0.991 7.045
5.962 0.648 7.045
5.124 0.648 7.045
5.124 0.318 7.045
4.286 0.318 7.045
4.286 0.000 7.045

11 ekran tylny lewy – 
perforowana sklejka 

9.314 2.490 0.000 0.16 0.47 0.87 0.86 0.63 0.58 
11.765 2.490 0.000
11.765 5.144 0.000

9.314 5.241 0.000
12 ekran tylny prawy – 

perforowana sklejka 
9.314 2.490 7.045 0.16 0.47 0.87 0.86 0.63 0.58 
9.314 5.241 7.045

11.765 5.144 7.045
11.765 2.490 7.045

13 tylna ściana – perforowana 
sklejka 

11.765 2.490 0.000 0.16 0.47 0.87 0.86 0.63 0.58 
11.765 2.490 7.045
11.765 5.144 7.045
11.765 5.144 0.000

14 podłoga 1 – dywan  0.000 0.000 1.271 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
2.610 0.000 0.990
2.610 0.000 0.000
4.286 0.000 0.000
4.286 0.000 7.045
2.610 0.000 7.045
2.610 0.000 6.055
0.000 0.000 5.774

15 stopień 0 – pionowo – 
dywan   

4.286 0.000 0.000 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
4.286 0.000 7.045
4.286 0.318 7.045
4.286 0.318 0.000

16 stopień 1 – poziomo – 
dywan  

4.286 0.318 0.000 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
4.286 0.318 7.045
5.124 0.318 7.045
5.124 0.318 0.000

17 stopień 1 – pionowo – 
dywan  

5.124 0.318 0.000 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
5.124 0.318 7.045
5.124 0.648 7.045
5.124 0.648 0.000

18 stopień 2 – poziomo – 
dywan  

5.124 0.648 0.000 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
5.124 0.648 7.045
5.962 0.648 7.045
5.962 0.648 0.000

 



 Załącznik 3 183 

 

19 stopień 2 – pionowo – 
dywan  

5.962 0.648 0.000 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
5.962 0.648 7.045
5.962 0.991 7.045
5.962 0.991 0.000

20 stopień 3 – poziomo – 
dywan 

5.962 0.991 0.000 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
5.962 0.991 7.045
6.800 0.991 7.045
6.800 0.991 0.000

21 stopień 3 – pionowo – 
dywan 

6.800 0.991 0.000 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
6.800 0.991 7.045
6.800 1.347 7.045
6.800 1.347 0.000

22 stopień 4 – poziomo – 
dywan 

6.800 1.347 0.000 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
6.800 1.347 7.045
7.638 1.347 7.045
7.638 1.347 0.000

23 stopień 4 – pionowo – 
dywan 

7.638 1.347 0.000 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
7.638 1.347 7.045
7.638 1.715 7.045
7.638 1.715 0.000

24 stopień 5 – poziomo – 
dywan 

7.638 1.715 0.000 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
7.638 1.715 7.045
8.476 1.715 7.045
8.476 1.715 0.000

25 stopień 5 – pionowo – 
dywan 

8.476 1.715 0.000 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
8.476 1.715 7.045
8.476 2.096 7.045
8.476 2.096 0.000

26 stopień 6 – poziomo – 
dywan 

8.476 2.096 0.000 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
8.476 2.096 7.045
9.314 2.096 7.045
9.314 2.096 0.000

27 stopień 6 – pionowo – 
dywan 

9.314 2.096 0.000 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
9.314 2.096 7.045
9.314 2.490 7.045
9.314 2.490 0.000

28 podłoga tylna 9.314 2.490 0.000 0.05 0.08 0.20 0.30 0.35 0.40 
9.314 2.490 7.045

11.760 2.490 7.045
11.760 2.490 0.000

29 biobox przedni  szkło 9.314 2.490 2.957 0.20 0.15 0.10 0.07 0.05 0.05 
9.314 2.490 4.080
9.314 5.241 4.080
9.314 5.241 2.957

30 biobox lewy  sklejka 9.314 2.490 2.957 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 
9.314 5.241 2.957

10.640 5.180 2.957
10.640 2.490 2.957

31 biobox prawy  sklejka 9.314 2.490 4.080 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 
10.640 2.490 4.080
10.640 5.180 4.080

9.314 5.241 4.080
32 biobox tylny  sklejka 10.640 2.490 2.957 0.20 0.28 0.26 0.09 0.12 0.11 

10.640 5.180 2.957
10.640 5.180 4.080
10.640 2.490 4.080

33 pulpit przód  drewno 1.200 0.000 2.520 0.03 0.25 0.20 0.17 0.15 0.10 
1.200 0.000 4.650
1.200 0.690 4.650
1.200 0.690 2.520

34 pulpit lewy  drewno 1.200 0.000 2.520 0.03 0.25 0.20 0.17 0.15 0.10 
1.200 0.690 2.520
1.810 0.690 2.520
1.810 0.000 2.520

35 pulpit prawy  drewno 1.200 0.000 4.650 0.03 0.25 0.20 0.17 0.15 0.10 
1.810 0.000 4.650
1.810 0.690 4.650
1.200 0.690 4.650

36 pulpit tył  drewno 1.810 0.000 2.520 0.03 0.25 0.20 0.17 0.15 0.10 
1.810 0.690 2.520
1.810 0.690 4.650
1.810 0.000 4.650
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37 pulpit góra  drewno 1.200 0.690 2.520 0.03 0.25 0.20 0.17 0.15 0.10 
1.200 0.690 4.650
1.810 0.690 4.650
1.810 0.690 2.520

38 rząd 1  płyta 3.448 0.000 0.995 0.05 0.15 0.40 0.80 0.65 0.60 
3.448 0.000 6.062
3.573 0.830 6.062
3.573 0.830 0.995

39 rząd 2  płyta 4.286 0.318 0.995 0.05 0.15 0.40 0.80 0.65 0.60 
4.286 0.318 6.062
4.411 1.148 6.062
4.411 1.148 0.995

40 rząd 3  płyta 5.124 0.648 0.995 0.05 0.15 0.40 0.80 0.65 0.60 
5.124 0.648 6.062
5.249 1.478 6.062
5.249 1.478 0.995

41 rząd 4  płyta 5.962 0.991 0.995 0.05 0.15 0.40 0.80 0.65 0.60 
5.962 0.991 6.062
6.087 1.821 6.062
6.087 1.821 0.995

42 rząd 5  płyta 6.800 1.347 0.995 0.05 0.15 0.40 0.80 0.65 0.60 
6.800 1.347 6.062
6.925 2.171 6.062
6.925 2.171 0.995

43 rząd 6  płyta 7.638 1.715 0.995 0.05 0.15 0.40 0.80 0.65 0.60 
7.638 1.715 6.062
7.763 2.545 6.062
7.763 2.545 0.995

44 rząd 7  płyta 8.476 2.096 0.995 0.05 0.15 0.40 0.80 0.65 0.60 
8.476 2.096 6.062
8.601 2.926 6.062
8.601 2.926 0.995

45 rząd 8  płyta 9.314 2.490 0.995 0.05 0.15 0.40 0.80 0.65 0.60 
9.314 2.490 6.062
9.439 3.320 6.062
9.439 3.320 0.995

46 rząd 9  płyta lewa 10.152 2.490 0.995 0.05 0.15 0.40 0.80 0.65 0.60 
10.152 2.490 6.062
10.277 3.320 6.062
10.277 3.320 0.995

47 rząd 9  płyta prawa 10.152 2.490 4.115 0.05 0.15 0.40 0.80 0.65 0.60 
10.152 2.490 6.110
10.277 3.320 6.110
10.277 3.320 4.115

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 


